1T, TEOREMA DI BEZOUT-SEVERT
ED 1 SISTEMI ALGEBRICI «* DI 8, DELL'S, ()

GIORGIO APRILE (%)

SYMMARIVM. —- Auctor, attentis Severi notionibus einsque doctrina, deter-
niinat minimam basim pro universis algebricis systematibus cortae dimensionis,
quae spabiis lnearibus Sg in quodam 8, constont,

T ormai ben noto in che cosa consista, secondo Severr, il pro-
blema delia base sopra una varieta algebrica M,. Tenuto presente il
concetto di egnivalenza algebrica (nel campo virtuale) fra varietd (pure)
di dimensione d{=1,2,.., R~1) tracciate sn M, si tratta di trovare
su M, certe varietd a d dimensioni V@&, .., V@, formanti base: tali
cicd che, presa un'altra qualunque varieth a d dimensioni V, esistan
convenienti intexi A, A, .., %, In guisa che:

WV 43,V 440, VREQ,

= denota la relazione d’equivalenza algebrica.
Si dice che la base & minima, quando nella precedente & A=1.
In uu lavoro reconte (*) Smvens ha ottenuto la soluzione esplicita
del problema detto, sopra la grassmanmiana My, [R=(r —k) (k + 1)), che
rappresenta gli 3, dello S, .

(¥} Nota presenfats dall’Accademico Pontificio Francesco Severi nella Tor
nata del 6 giungno 1942,

(") Targomento di questo lavoro & stato indicato da Swver: nel Reale Tstituto
Nazionale di Alta Matematica. Cfr. Problemi, risuliali ¢ discussioni « Rend, di Mate-
matica della R, Universith di Roma o del R. Ist. Naz. di Alta Matemalica » (1940)
fase. 23, pag. 949, n. 82. Vedi inoltre Swvert, I fondawnenti della geometria mu-
merativa « Annali di Matemabica » (4), 19, 1940-XVTII, n. 85, pag. 197.

(3 Cfr. Buverl, Memoria ora citata, nn. 82-35.

20 detq, vol. VI,
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[gli deduce la soluzione da quello che pud chiamarsi il teorema
di Bizovr-Sevirr sulla M, , vale a dive il teorema che assegna il nu-
mnero virtuale delle infersezioni di due varietda di dimensioni comple-
mentari tracciate su M, . Spiegheremo brevemente di che cosa si tratta.

Ricordiamo che col simbolo {@g, @y, ., ], ove 0T @ < @y <. <O ST,
s'indica una forma fondamentale di SCHUBERT, ciod la totalitd co® degli
S, dello 8, che glacciono in un dato S, , hanno eon un dato S, _,
di 8,
con un dato Sﬂ_'J di S,,1 un punfo comuie.

Entro M, una forma [@,,as, .., @]  rappresentata da una varieta

di dimensione

un §,_, comune, con un dato S, di 8, _, un 8, comune, ...,

It
de=Ta; - —Cl~ Tl 1),
<0 2

Sia I, un sistema algebrico oo® di 8, deilo 8, (d==1, .., R—1).
Tndichiamo con ¢ (=R —d) la condizione algebrica di dimensione )
imposta ad un S, perché questo appartenga a I', e con (dg,., ) 1
condizione di dimensione 8 imposta ad un &, perché appartenga alla
forma [y, ..., 4] di dimensione d.

Ebbene, il teorema di Bgzour-SevErr da immediatamente, come
dimostra Severr, la soluzione del problema delle carafteristiche con-
cernenti le condizioni algebriche yelative agli 8, di 8,(%) ciod loguna-
glianza tra condizioni:

‘—li Cp == z v(oa oy (a“ol vy a‘h)

dove il sormmatorio & esteso in corrispondenza a tutte le condizioni

(Gyy vy @) di dimensioni 3, ed i coofficienti Vo, ey, SONO caratteri del

(') La prima soluzione del problema, ottenuta in maniera non de} tutto rigo-
rose, & dovuts, come si sa, a SCHUBERT, Losusug des Charaliteristileen-Problems, sce.
« Mittheilungen der Math, Gesel. in Hamburg », t. I, 1886, pag. 134, Bwver: dieds,
per una via rigorosa e nuova, la zoluzione del problema stessc nella Nota: Le
soincidenze d'una serie algebrica ol+1ie—k) di coppie di spasi @ I dimensioni im-
mersi nello spazio ad v dimensioni « Rend. della R. Acc. dei Lincel », (B), 9, 1900,
pp. 320-826. T procedimento cui si allude nel testo & gueito ehe trovasi in SRVERI,
Memoria eit. in nota 1 a pag. £71, pagg. 191-102,
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sistema I, che esprimono il numero (finito) degli 8, di I' appartenenti
ad una generica forma [r—a,, ...,7—a,], di dimensione R —d, duale
. 1 ¢
della. forma [a,, ..,a] (M)
D’altronde la {1} equivale alla relazione d’equivalenza aritinstica

(2] FP=3 Ve, oo [@g s ]
da cui discende, con Sevmni, l'equivalenza algebrica
[3] sI=Fevy g la, ol

con & intero conveniente.

Nulla pud dirsi a priori circa il valore di &, sulla base del ragio-
namento ricordato, di carattere eminentemente nmumerativo: onde dalla
[8] risulta soltanto che le forme di Scmuemrr, di dimensione d, costi-
tuiscono una base del sistemi algebrici di 8, di dimensione d, ma non
necessariamente una base minéma (di fronte alle equivalenze algebriche).

Per dimostrare che, invece, cosi & di fatto, Suverr stesso ha ac-
cennato (*) (nel caso »=38), ad un altro procedimento col quale pud
giungersi per via pin elementare e diretta alla determinazione deila
basoe (e, automaticamente, della base minima) sopra la varietd gras-
smanniana. Si tratla in sostanze di costruire in S, convenienti omo-

() T cavatteri v ...q, dol sistema I' si riducone, per il caso dei sistemi di
rette dell’3», a quelli che il MarrLwrra chiama ordine o classi, Ofv. Prelimincri
per la teoria degli (r— 1)-complessi di rette dell’Sy « Cireolo Matematico, Gatanias,
1928-VI. It difatii per k==1 i caratbere wya, (dove otay=d+1=8p 5 1) &
dato dal numero finito delle rette del sistema appartenenti alla generica forma
[~ ey, # —a,], di dimensione 8; per cui:

@)y per ay==7, o quindi ay==d—r+1, il carattere vq,q, diviene il numero
finite delle rette del sistema appartenenti ailn generica forma (0, 29 —d—1], nu-
mero cho coincide con quello che il MarLwrra chiama ordine del sistema; e ciod
con l'ordine delle varietd (di punii) Va-me gonerain dalle cod—r+l vetle di T
passanti per un generico punto dell’ambiente

b) per ag==r—1{ (& quindi dg=d—r+i+l; iz1) i) carabtors va,q vien dato
dal numero finito delle retts del sistema appartenenti alla generica forma 4, 2r—d —
— £ —1], numero che coincide con quello che il MArLETEA chiama §osima clagsse
di F'; o ciod con 'oxdine della varieth Ver.g-gi-1 genorata dalle oo2r—-2i-2 rotte
di I esistenti in un generico SPAzio Sp-d-i-l .

(*} Ofr. In Memoria citata in nota 1 a pag. 171, pag. 197.
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logie variabili, mediante le quali sia possibile di ridurre, con una
variazione continua, ogni sistema algebrico di S, ad una combinazione
lineare di forme di Scuuserr,

In guesto lavoro lo sviluppo appunfo tal procedimento per » qua-
lunque, ritrovando cosi il risultato di Smvest e la sue maggiore pre-
cisazione, espressa dalla [3] stessa, ove sl ponga e=1.

1. OssaRVAZIONE PRELIMINARE. — Avvertiamo che, allo scopo di
stabilive la [3] con e==1, & sufficiente di dimostrare che ogni sistema I'
pud ridurst per continuits — come si ¢ accennato — ad una somma
di forme di Scuunmrsr |4, .., ) di dimensione d, clascuna contata un
certio NUMETo %y .y, di volte (eventualmente anche zero volte), e quindi
che risulta:

4] =3 7\«,0 g [y ey @
Infatti, wra volta stabilita la [4], si vede subito che i mumeri %, ...,
risultano automaticamente coineidenti can 1 caratteri Vo o a di T, del
quall dianzi si & ricordato il significato,

Basta all'nopo intersccare i due membri della {4] con una forma
di Sonuserr [#— 0, ., 7—0,] di dimensione R—d, in posizione gene-
rica, ottenendosi:

llﬁ ' l"“—bh: "'17‘Wbo” - E)‘a-o ay [{:aoa ey a’k-:l |? o bk: ey B bo]l

Tenuto conto ehe Vintersezione {{a.o,... s ] [7 =0y ey I)O]J vale L per
y==byy ey =0y, (clod quando {ag, ..., @], [1" by, ..., 7 —D,] sono forme
condugate), e zero in ogni altro caso (*), si frae:

{F r by ey bo}] = N ety

ciod:
Vg rer by = )\b“ by

{1y Cfr, la Memoria citata in nota 1 a pag. 171, pag. 194
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Pertanto nel seguito tralasceremo di precisare di volta in volta la mol-
teplicitd con la quale deve contarsi ciascuna forma di Scuuszrr, nel
gruppo delle forme a cui ridurremo per variazione continua il dato
sistema I, poichd sappinmo ormai che in ogni caso quests molteplicitd
dovra essere data, in corvispondenza alla forma |, ..,a,} dal carai-

LOTE Vg, ..., del sistema 1" considerato.
o a4y,

2. GENBRALITA SULLA VARIAZIONE CONTINUA DEI SISTRMI I, MEDIANTE
SISTEMI CONTINUL 1'OMOGRAFIE. - Iissati un punto O, od un iperpiano
Hy di 3, in posizione generica fra loro e rispette a Iy, si consideri
Pomologia di centro O, ed iperpiano 1, individuata dal bivapporto
(0. PAAY =0, essendo A, A’ punti omologhi ¢ P il punto in cui la
retta O, A A" incontra I, .

Be si fa tendere s a zero, Pomologia varia tendendo a degencrare
¢ & ridursi ad una proiezione da (O, su 1Y, .

Basta difatti osservare che, so A,A’ sono due punti corrispon-
denti nell'omologia variabile, ed A varia con o tendendo ad una posi-
zione limite A, diversa da O, per ¢-0, A’ tende al punto A’ coinci-
dente con Vintersezione della retta O, A con I, .

Inoltre, se A’ varia con s tendendo ad una pogizione lmite A’
foori di f1,, A tende ad O, .

Trasformiamo il sistema I' con le omologie del sistema continuo
considerato; si tratta di determinare a cosa tende il sistema trasfor-
mato quande 60,

a) Consideriamo anzitutbo i} caso di sisteni ¥, di 8, con dzv — Ie;
e sl indichi con I'* il sistema cof=(=» degli 8,_, traccia, sull’iperpianc
I, degli 8, di I' uscenti da O, .

Dico che un 8, generico appoggiato in un 8,_, qualunque di '*
& posizione limite di qualche S, del sistems trasformato per ¢-o0.

Infatti, sia A8, wn tal 8§, con A’ fuori ditl, . N punto A', va-
riabile con o, tenda ad A’ per ¢»0. Gl S, del sistema trasformato
uscenti da A" sono i corvispondenti degli S, di T uscenti dal punto A,
omologo di A" nella onwlogia inversa; sicche se ASY & m 8, dir
ed 8% ne & Vinlersezione con I, sard A'S{ 11 suo trasformato,
essendo 1, Inogo di punti wniti per omologia che si considera.
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Ne segue che per o0, A'>A’, gli 8, di I' per A tendono agli
S, di 1 usconti da O,, e gli 8, corrispondenti nella data omologia
tendono agli S, passanti per ghi 8,_, di I'¥, cios gli 5, limiti che cosl
si ottengono genmerano il sistema, che indicheremo con I, di tutti e
soli gli 8, dell’S, passanti per gli S, , anzidetti.

b) D’altra parte gli nlteriori S, limiti, dovuti al sistema continno
di omologie considerate, risultano tutti e soli quelli provenienti da
8= A ST, (essendo s&ai 11,) di T, con A funzione di s ¢ per 60,
A>A40,.

Ma si & sopra osservato che in tal caso A’ tende al punto A’ coin-
cidente con Vintersezione P della refta O, A con 1l,; per cui gli ulte-
riori 8, limiti sono tutti e soli gli 8§, proiezioni, su ll, dal punto Oy,
di quelli del dato sistema T .

¢) Nellipotesi di d < »—k vengono, ovviamente, s mancare gli 5,
Ai I uscenti da un generico punto dell’S, ambiente, onde nel sistema
trasformato (a mezzo dells variazione continua dianzi applicata) ver-
ranno a mancare gli 8, limiti ottenuti in «).

Esistono invece gli S, limiti considerati in b), e soltanto questl,
ciod il dato sistema I', viene, in tal caso, trasformato nel solo sistema
di questi ultimi 8, limiti; sistema che indicheremo con I',/11 e che coin-
cide, come si & sopra accennato, con la projezione del dato T' su I,
da O,

8o & der—k—1, si applichi al sistoma I'["?, diangi ottenato, la solita
variazione continua (con procedimento analogo a guello tenuto per T'y);
si ottiene in tal modo un nuovo sistema Iy, proiezione di I';f suun S,.,.
Josi procedendo si possono ottenere lo successive proiezioni Ty, .., I,
rispettivamente su S,.;,...,8,_, dell’S, ambiente. Id & chiaro che st
pud sempre pervenire, in tel modo, ad un sistema I'J¥, appartenente
ad uno spazio di dimensione »'=m=r—g, per il quale vale la relazione
de=p' —lk=r—Tf—s,

‘ d) Si osservi infine cho gli S, , di T'* sono oo™, o quindi un
generico S, delliperpiano I, ne contiene oo™,

Ne segue che, per dzR~—1%, anche gli S; limiti, considerati in b)
appartengono al sistema IV degli S, passanti per gli 5,., di I'*; per
cul in tal caso il sistema I vieno trasformato nel solo sistema IV, cioé
nel sistema di tuttl e soli ghi &, dell’S, 'pa,ssa.nti per gli S,_, di T*,
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3. CONSIDERAZIONI PRELIMINARL SUL PROBLEMA DELLA BASE PER I $I-

soeMr T
a) Accenneremo anzitutto al caso di k==1, ciod considereremo
1 sistemi I’y di vette dell’S,, di dimensione d.

11 sistema I'*, sopra considerato, & dato in questo caso da una
varietd V,_.., di punti (traccia su I, dellipercono delle refte i I
uscenti da Q,), varietd che pud ridursi con continwith ad uno spazio
lineare S,._,.,, contato pitt volte (*} (e precisamente tante volte quanto
6 l'ordine della anzidetta V,_,,;). Ne risulfa quindi che il sistema I
pud ridursi alla forma fondamentale [d—r+1,¢], contata pil volte.

Se d==R—1=2¢—8, il sistema I' & 1l solo che si oftiene da I
per la deformazione anzidetta (n. 2, ), e quindi si conclude che: la base
minima del sistema I, & data dalla sola forma [r—2,+}.

Per d <R -1 le ulteriori rette limiti costituiscono come si & detto
{(n. 2, 8) un nuovo sistema, che indicheremo con Pt luoge delle oo
rette proiezioni delle rette di I' da O, su I, .

Applicando a Il lo sfesso procedimento dianzi tenuto per trasfor-
mare I, si otterrd in modo analogo una forma fondamentale [d—» + 2,
r—1] da contarsi pit volte ed un nuovo sistena Moo di rette del-
I'S,_,. Cosi continuando si ottengono nuove forme fondamentali
[d—r+i+1,r—14] e nuovi sistemi FEA dell’S,_,,, .

Si conclude quindi che, per oséissp— i—;—l, le predetie forme
fondamentall costifuiscono la base minima del sistemi I, oc® di rette
dell’ 5, (%).

b) Dopo quanto precede, cirea il preblema della base relativo
ai sistemi di rette dell’S,, perverremo alla risoluzione del problema

{t) Cfr. Swveni, La base per le varietd algebriche di dimensione qualungue
confenute in una dafa ¢ la teoria generale delle corrispondenze ecc. « Memorio della
R, Accademia d'Italia» 1384, XII,

(#) Per d==R-—1, R—2 ed »==8 si ritrovano gli esempi accennati da Sn-
vinl nella Mem, citata in nota 1 a pag. 171, pag. 197; in tale Memoria la su-
esposta variazions 2 ottenuta, per d=1R -— 2 a mezzo di omologice perd=R —1
a mezzo di omografie biassiali degeneri. Osserviamo a tal proposito che anche
l'uso delle omografie binssali & estensibile al caso generale qui trattato,




178 PORTIFICIA ACAINGMIA SCIBNTIARVA

generale dells base, per i sistemi di 5, dell’ 5,, con metode induttivo.

Poichd abbiamo dimostrato che & possibile, con variazione con-
tinua, frasformare ognl sistems algebrico di rette in una combinazione
lineare (@ e n. 1) d&i forme di Scmuserr, possiamo ammettere il pro-
blema risoluto per i sistemi I'j, , co® di 8, dell’B,,, dove ky<sh—1
ed r;=r, e risalive da questi ai sistemi [ di 8, deil’S,. Ci basta am-
mettere, in particolare, gia risoluto il problema della base per &, =k -1,
p == -—1; ammettere ciod che la base minima per il sistema Tj sia
costituita da forme fondamentali di Scmussnrr [y, .., @], di dimen-

Ty )
sione d,, dove d;=3 a; é ey (ke 4 1)
=0

4. Lia BAsE DEY $T9reMI oo® 01 S, ¥ ewpnALE. - Per risolvere in-
fine il problema della base in generale, si tenga presente quanto & acqui-
sito al n. 2; e cioé che, per dz=r—Fk, la variaziono continua ivi ap-
plicata porta a trasformaxe il dato sistema T, nel modo che segue.

@) In primo Inogo si ottiene un sistema 17, da contarsi pih
volte, costitaito da tutti e soli gli 8, dell’S, incidenti Viperpiano B,
negli 8, traccia su questo iperpiano degli S, di I' uscenti da O, .

Questi S,_; formano wn sistema Iy (d, <d) delliperpiano Ii,, si-
stema che & quindi riducibile (n. 8, 5 a forme fondamentali [a,, .., dnl,
da contarsi wn certo numero ai volte. Per cui da queste forme, che
costituiscono la base minima di I'j (n. 8, 0), si ottengono tutte e sole
quelle formanti la. base (minima) del sistema T anzidefto; queste ul-
time forme sono evidentemente quelle costituite dagli 8, dell’ S, pas-
santi per gli 5,_, delle forme fondamentali sopra indicate.

Ne segue che, se & d=R~—k, anche gli ulteriori S, limiti, che
coincidono con le projezioni degli 8, di I' da O, su I, (n. 2, d), appar-
tengono al sistema I anzidetto e quindi, in questo caso, la base minima
di I, sopra detorminata, coincide con quella di I'; ed & in fal modo
completamente risoluto il problema della base dei sistemi I' siffatti ().

by Be invece & d<R-—% Valteriore sistema i spesi limiti,
che coincide sempre con la proiesione I'] del dato sistema I' da

("} Per d=1R — 1 si ritrova l'esempio dato da Spveri, Mem. citata in nota |
a pag. 171, pag. 195,
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0, su I, (n. 2,0), non appartiene al sistema I dianzi mccermato.
Si ottiene quindi vn nnovo sistema, oo* di 8, dell’S,_,; per cui &
By=F+)(r—k—D=R~k+1).

Allora se & d=R, % si ricade nel caso precedente, e quindi al
sistema F'IU si possono applicare le conclusioni di giy acquisite onde
ridurto in forme fondamentali. In tal modo & risoluto completamente
il problema della base del dato sistema I'.  difatti queste nltime forme
insieme a quelle considerate in &) costituiscono la base minima del
sisterng, I'. Nel caso invecs in cul visulta d <R, %k si procede nei ri-
guardi del sistema I''! come si & prima operato nei viguardi di I (pro-
iettando cio¢ ' su un iperpianc My di II); si ottiens cosi wn nuove
sisterna oo Il dell’S,_,, per cul & Ry=R—2(%+1). Se & d=Ry—1%
si ricade nel caso precedente e quindi & raggiunta la soluzione della
questione.

Be invece & d<Ry—%k, si continua nel modo indicato, fino ad
ottenere un sistema I dell’S,_;, con dz=R,—%; e si porviene cosi
alla soluzione del problema della base per il dato sistema I

¢) Infize il caso @ < —k pud rientrare, senz'aliro, in quelli
dianzi esaminati, considerando la proiesione I'Jf8 del dato sistema su
un S,., con r—s=d+k, (0.2 ¢). Ne segue concludendo, che:

un qualsiasi sistema algebrico oo*di S, dell’S,., 0 <d < (r — k) (e + 1),
si pud ridurre mediante variazione continua ad una somma delle forme
[ondamentali :

2 Vag ey [a’o; ey ah} ’

dove le a,(n=0,1,..., k) sono numeri interi soddisfacenti alle condizioni
indicate nelle premesse, e Vag v oy SONO & caratieri del sistema. Le dette
forme costituiscono percid la base minime per i sistemi algebrici oo® di
Sy dell’S, .






