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SULLE FUNZIONT DELLE MATRICI®

XENTIA COLOMBO

SvMMARIVM, — Computantur formulae explicitae functionum matriels tertii.
ordinis, cum saecularis asquationis radices cognescuntur.

Exponitur practerea ratio, qua computari possunt potentizre alicnius matricis,
sine praevia solutione saccularis aequationis.

Qua ratione, quoed ad matrices secundi ordinis, inveniri possunt formulae
aliter notae; quod vero ad matrices tertii ordinis astinet, formulac guaedan in-
veninntor antea forsitan ignotae,

L. Inrronvzione. - Sia @ una matrice di ordine hy ¢, unt suo ele-
mento generico, f(z) una funzione analitica a un sol valore della va-
riabile 2 La definizione generale del simbolo f(d) ciod di funzione
di una matrice & stata posta nel 1928 da 8. K. G. Grorar ("} ed 3, in
sostanza, la seguente.

51 suppongono lo vadici gy, pg,..... o, dell’equazione secolare, della o,
tutte distinte o non nulle, Potremo scrivers, como & noto:

H = -
00....... op—y O
00..... L0 g

essendo W' una opportuna matrice, W-* la sua inversa.

{(*) Nota presentata dall'Accademico Pontificio Giovanni Giorgi, nella Tor-
nata del 20 febbraio 1942.

() Q. Groner, Sulle funzioni delle nafrici, «Rendiconti R, Accademin dei
Lincei », serio VI, vol. VII, 1928, page. 178-184; Nuove osservazioni sulle funzioni
delle matrici, idem, serie VI, val, VIIT, 1928,, page. 1-8.

39  decte, vol. VL.
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11 Giorer pone come definizione di f(d):

f(Pi) LR LI AR 0

0 fles) ..., .. 0
f(([;) e | | el

0 0.0 [

Tale definizione & stata estesa, nelle note citate, al caso in cui le
b1y 0z~ Py Bbbiano valori nulli o uguali tra loro.

In seguito ai lavori del Guomer somo apparse numerose ricerche
sulle funzioni delle madricl. In una nota di grande interesse il Pro-
fessor Fantareis (*), facendo uso della sua teoria del funzionali ana-
litici, & giunte alla seguente formula per il termine generico f,,, di f(1)

fo=— 7 | B2 1o

2=i ] D(2)
¢
dove
yy — 2 s v Ay
oy Cgg—F cuvnnns €y,
D=1 .. ..o o
€y Clpp oeeens Ly &

e D,(2) & il complemento algebrico del determinante D{z) rispetto
all’elemento della riga essesima e della colonna erresima, ¢ una curva
{di cui supponiamo l'esistenza) che contiene nel suno interno le radicl
di D(&) e all'esterno i punti singolari di f(z).

Le formule del Fanvarriz possono compendiarsi nella seguente
formula del Camraw (2):

F{) = }21, ._Z.‘.gi)m

wi | 2 ®

{*) L. Fanvareii, Le calcul des matrices, «Comptes Rendu de 1'Academis
-des Seiences», t. 186, T sernestre, 1928, pagg. 619-G21,
() Ofr. ia pag. 7 della seconda nota del Gioral gid citata.
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Le formule del Fawrareri e del Canran, equivalenti, salvo casi
eccezionali, o quelle del Giore1, possono in molti casi agevolare il
caleolo di f(®),

Ricordiamo poi un’altra notevole memoria del Crroria (*) che ha
studiato a fondo ancho il caso, escluso in questa nota, di f{z) a pit
valori,

In altri intervessanti Javori si ricerca la forma esplicita della ma-
trice f(®). Tl problema & stato sufficientemente risolto per le matrici
del secondo ordine in seguito a lavori di M. Borrasso(?) . Porcu-
Torrment (%), 8. Marris in Brovau (4).

In questa nota intendiamo svolgere analoghi studi per le matrici
del terzo ordine la cui importanza, geometrica e meccanica & ben nota.

Partendo dalle formule del Fanrarpri noi calcoleremo la f(d)
comunque siano le radici di D(z)==0. 8i otterramno perd formuls,
in cul appaiono le radici dell’equazione secolare di .

Ora 11 Grorer ha proposto, almeno per @, di stabilire espressioni
che non richiedano la soluzione dell'equazione D(z)=0

Abbiamo percid sviluppato un metodo atto a questo scopo. Esso
consiste sostanzialmente nell'osservare che /), vale il residuo rispetto
al punto all'infinito di 2¢ %“(Z) ,

(2)
modo opportuno che esporremo a suo luogo. Otterremo cosi, per le
matrici del secondo ordine, le formule di f, Porcu-Torsming, che perd
verranno da noi dedotte per tult’altra via; per quelle del terzo ordine

o nel caleolaye tale residuo in un

formule che riteniamo nuove. Il nostro metodo potrebbe estendersi a
matrici di qualunque ordine, ma i caleoli sarebbero assai complicati,

(1) M. Creornna, Sulle matrici espressioni analitiche di wn’alira, < Rend.
Cireolo Matomatico di Palermo», t. LVI, 1932, pp, 144-154.

(!) M. Borrasso, Omografic vettoriali del piano, «Rend. Circelo Matematico
di Palermo», t. XXXV, 1918, pagg. 1-46.

(*y I Porou-Torrrint, Suile potenze delle matrici del secondo ordine, « At dolla
Pontificia Accademin delle Scienze -— I Nuovi Lineeis, vol. LXXX, pagg, 150-153,
1927; Cualeolo delle potenze delle matrici del secondo ordine, idem, pagg. 277-281
Terzo procedimento per i ealcolo delle matrici del secondo ordine, idem, pagg, 848-
353; Caleolo delle funzioni qualunque delle matrici del secondo ordine, « Rend,
Acendemia dei Lincei», serie VI, vol. VII, 1928,, pagg. 206-208,

(*) Smvra Marmis in Bippavu, Ricerche di una espressione razionale per le
potenze di una matrice di secondo ordine, « Rend. Accademia dei Lineei », sorie VI,
vol. VIII, 1928,, pagg. 180.183,

‘3% Acte, vol, V1.
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2. Carcoro i f(9) PER MATRICI DEL TERZO ORDINK MEDIANTE LE RA-
DICI DELL'EQUAZIONE BECOLARE. — Sia:

Qyy Oy gy
[1] D= || Gy Oap gy

gy gy Gy

una mafrice del terzo ordine.
Poniameo:

dyy— & (g g
[2] D (z) z= oy g — & oy
gy sy gy~ &

Indichianio con f,, il termine generico di f(#), avremo:

3] fro== — 55 [ "D“(:éi D,.(2) dz

dove i significati di D, e ¢ sono stati indicati nell'introduzione.
Se ora indichiamo con py, py, ps le radici di 2, sara

D(&)=—(2—p1) (B— pa) (2 — ps)

Se py, pe, gy sono distinte, il calcolo di f,, applicando una formula
gia data dai Fanrvarern(') & immediato. Infatti, poiche &:

D'(pr)=—"(psps) (ps—p5) ; D'(pe)=—(p2—ps} (pe—ps); D'(ps)=(ps—p1) (pa—pa)

(*} 8i allude alla formula

s Drslea /)
== 2 TG

dove p; sono le radiei di D(z).
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o Dyl Dynlon) Do (p)
it ryur ypyern VA T ey e VAC DR prmry y i VA QD)

Pagsiamo ora al caso di due radici coincidenti, sia ad esempio g, == p,.
Si deve allora valutare Uintegrale:

= o [@
frs= Qi / (z— p)* (2 — po) D,.(2) d=

che si scinde nei due residui R,, R, della funzione integranda intorno
& pp & intorno a p,. Ora & facile vedere che

. 1) Dy (pe)

(P2 Pi)

Si ha poi per le formule note(!)

[0 D)) fe) Dy (e

R, =
* P1— pe (ps— pe)*

Quindi

[0 Do | [() Do) _ F(e0) Dy (o)
i P2 (P p1)* (p2 —p0)?

r§

Se le tre radicl sono coincidenti si ha:

.t [1@D.(2)
f""_‘ﬁﬂ’ic =y

(*) Cir. PivounnLe, Gii elemeonts della leoria delle funzioni analitiche. Bologna,
Zanichelli, 1928, cap, VII, § 104, formuia (6). Per applicare questa formula al neabro
€aso 0CCOTTs POXTe |

py = LDl

1
o=g—mm —
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o per la formula gid citata,

(e Duted)
o

3. Cancoro pi & INDIPENDENTEMENSTE DALLA RISOLUZIONE DELLA EQUA-
%IONE SECOLARE, CASO DELLE MATRICI DEL SECONDO ORDINE. ~ Conside-
riafo una matrice del seconde ordine

Gy Gys
(I) feverd
oy gy

Applicando le formule del Fanrarrik, si otfienc subito

1 (g — gy 2® 1 Y-
2wéfzﬂ_«z—@d" 577 | F—ar—p O
[+

C

B ==
1 Aoy 27 1 2—day )2
- 2 dz - ( 1) dz
2l | 22—z —0 2%i | F—oaz—P
[ [
dove:
gt g — B = D () = (@gy - 2) (Ggg — 2) — Gyp gy
Qgsia:

o I gy - g Bm= 1y gy gy oy

Orbene voglimmo valutare gli integrali che compaiono nella espros-
sione di d” evitando il metodo dei rosidui e percid la soluziono del-
Vequazione secolare.

Cominciamo a valutave f,, chd per gli altri integrali si pud usare
un procedimento analogo.

Poicht (¢) deve soddisfarc soltanto alla proprietd di contencre
nel suo interno le radiei di D{2)==0, potremo prendere per (¢) un
cerchio, di raggio » arbitrario purché maggiore della pilt grande
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radice di D(z). Noi sceglieremo inoltre » in modo che su ¢ sia

-4 . R .
}»—{-;ﬁi =rx<l, Cid permette di serivere:
. [£=]
1 1 Z 1 (a B He
ZEMQZM\(% o2 1____0_{_“#_,_"9_ m 2t Z 22
2 5 0
2 27

e la serie al secondo membro & assolutamente e uniformemente con-
vergente su tutta (c).
Si ha allora:

1 Lo o1 TN
34!— m zﬂm m
fﬂ*} o "55?(“7) d’"*“ﬂﬂz "g“;azf‘zm (“W“) ae
a [ ¢ €

Osserviamo ora che gli integrandi dei vari termini della somma-
toria sono somme di potenze di 2.
Allora ricordando che se & & intoro:

1
sz"dz vale 1, per k== —1; O, per k-1

[

potremo lLimitarei & considerare i termini degli integrandi che con-
tengono z alla potenza —1.

Cié posto, considerismno la prima sommatoria della f,,. Un termine
generico dell'integrando corrispondente all'indice m vale, sviluppando
il binomio

(7:) ot B??P—'I: Fh-2um 71

Ora affinchd questo termine sia di grado —1 deve essere

(10] T==2m-—n

D’altra parte deve essere

Quindi sard:
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Concludiamo intanto che & possibile limitare la nostra sommatoria

. - . A . n
al valori di m compresi fra il minimo Interc uguale o superiore a 5

(numero che indicheremo con N,) ed =

G

= i

N ofit— "
_1__ & o E o ( i ) g 2m—n fpr—m
O 4 ) z 2pt—n

o " ‘e i FP

1

o anche prendendo come indice per la sommatoria p=—n—m e ri-

( 23 )___( %t )___ (il—j‘l)
Siv—e) — An—m) TN @

cordando che

si ha:
NI

5 b "
X —_ -] n=—-2p QP
(++=D 159

2

0

: : o oo n
dove N’ & il massimo intero inferiore o uguale a 5 -

Per ottenere laltra sommatoria che compare in fi; basta porre
i luogo di #,n—1, e percid in luogo di N, N” massimo numero

. . . -1 .
intero, inferiore o ugunale a 5 Si ha cosi:
N N#
. =Dy L a—2 -1 —1i—2
fu= z (;v)a B s 2 ( P )'z“ *p
— —
NH
A Nl GetBp pp
fio7= ayp E ( » ) % e
=
NH
- 93 =1 ) —1—9
for = ay 2 ( » ) @ hm P
0 P
N N#
. = a—2p0p __ H=d =P\ et mlp @p
fog = § (p)o‘. P @y E ( » )9‘ B
P ?

0 0

Formule, in sostanza,identiche a quelle trovate da J. Porcv-TorTRIN
nella prima delle note citate.
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4, Carcoro D1 " INDIPENDENTEMENTE DALLA RISOLUZIONE DBLLL'EQUA-
ZIONE OUBICA, CASO DELLE MATRICI DEL TERZC orniNe. - Dalla nostra
definizione abbhiamo:

1 ./'Du(z) 2" i 1 fDM(z) z"dz 1 [ Dy (z)e" s

97i | D) i | D () 9xi | D)
[+ [+
1 .Diﬂ (z) 2" 1 .Dgg (Z) A I D32 (Z) 2"
P = — 271:2'] Dy % zm_/ e % owi) DG
¢ 14 c

1 Du@z, 1 (D@, 1 [Dy)s
2m’[ De % % TDe ¥ S DE
c

[ c

Come sappiamo — D(z) & un polinomio di terzo grado che ¢i con-
viene mettere nella forma:

— D) =2"—as® —Pr—y

dove «, ),y sono termini di facile calcolo mediante le «,.,. In parti-
colare o=z @y + Apy 4+ Qgy, verra detto invariante primo di @, Orbene
10l possiamo sempre per il calcolo di @ riduret al caso in cui sia «=0.
Cid perché una matrice ad invariante primo non nullo pud met-
tersi sompre come somma di potenza di matrici con invariante primo
nullo ¢ della matrice unita, Allora, sempre in base alle notazioni del
Gronar, che identifica la matrice unifaria con lunity ordinaria:

28 o
tl):_—(d.)w-én)-pg

. . . . &% . .
Ora Yinvariante primo di (tbw-;g-) & nullo, come risulta subito

da un facile calcolo. 8i ha poi

el =3 0 (o)
e Q) (-8 e )
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Quindi senza togliere nulla alle generalitd della questione potremo
supporre x==0,
Per calcolare @ dovremo percid calcolare 1 seguenti integrali:

1 #D,.(2) 1 22 +b..2+4d,)
fm' —_— —"Z[ _“___‘ - dz —_ Ez_ﬁ_’éj‘ 33 - an—— Y dz

[
Ini
c

con ovvio significato dei simboli b, d.,, v, 0
I facile vedere allora che il nostro p;oblem& si viduce al caleolo
di integrali del tipo

1 its
G f gy =1

dove t+3 puo valere n+2,n4l,n.
Percid osserviamo intanto cheo

Ora, come nel caso delle matrici del secondo ordine, potremo
prendere per (¢) un cerchio di raggio cosl grande che, su esso, sin
b

ZrEs =x<l,

St ha cosi:

= Z b [r(p4 1)

Ma gli unici termini dello sviluppo che danno risultato non nullo
sono quelli in 2-*. Per calcolarli osserviamo che:

e

zt—m (ﬁ + %)m o g ZT(?) [51: (j’;)nw

0
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Quindi il valore di + che corrisponde al termine in z—* deve es-
sere tale che

t—9m —m4T—=1
Ciod
o= 3m—f—1

Ma deve essere

Quindi

m = —-—}{ ; t-;l

Dunque m pud variare solo fra il minimo intero superiore od
i+1 i+

uguale a g e g se ! & dispari; fra il minimo intero superiore
-

i+1 . . . s t+1 \ .
od uguale a g @ il massimo intero inferiore a 5 e t & parL

: 41 L , :
Si ha allora, convenendo che ‘3 sla il numero intero superiore od

t+1 t+1

. . . . t
uguale & e g il numero intero inferiore o uguale a —-—

m M
ricordando che (sm 1)_(3 +]_2m)

4l

iR
e Bitt—d b+ L —Ban
- E t+1-2m [5 ¥

d

Possiamo sommare invece che rispetto ad m rispetto a p=_t+1—2m;
p allora varierd per numeri pari se ¢+1 & pari, per numeri dispari
se t+1 & dispari, fra zero(*) e il massimo intero iuferiore od uguale

%]1 che indichersmo con N ( £+l

) i percid:

()

Y o1 -(lj—(m-lmélp)
= E (—:j(mlﬂf)) {5"‘ Tﬁ
T v

(1} Lo zero va considerato come numero pari.
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e il simbolo X’ indica che la somma & fatta solo per valori pari o
dispari di p.

Con questa formula ponendo al posto di ¢ 1 suoi valori in fun-
zione di n si trova il valore dei nove integrali. Possiamo cosl seri-
vere esplicitamente "1 cui termini assumono la seguente espressione:

“(5)

3 = (71 .Sp) —i— i {12}
f - (.n(rz. p)) & ?+]3” ( (= —I- _p)) B {P*,
o E i
a W P

0 P
N(n 2) ;
wz (12 2By
N, wf?zwzwj?) 4 50 7) P
4ol ] 1B Y
0 v/
7 '7‘1 w7 az~2)
\ ‘3 / :\( 3

_ L é (n—-1-83p} H i o ;1"; {r-2-Bp)
ms - 2") "8 ; < A j))) f‘ﬂ Yp "l— 'EU.'.S E <‘2~ (5 ) {5 -1.::'7
rmam- 2 »





