4074

Vol. VI .. N. 87

SUL PRODOTTO DEI POLINOMI DI LAGUERRE ¢

BRVIN FELDHETM

SvaMarivaL, — Auclor determinatb quasdam evolutiones producti Lg;")(cc) L,ff) ()
in seriebus polynomiorum specialinm LAGUERRE, ef evolutiones inversas; ac prae-
serbim evolutionem producti praccodentis in seriebus productunm Lg")(m) Lg’)(w)
eum o p==7 3.

1. — Abbiamo dimostrato in lavori precedenti (*) le relazioni, fra

loro inverse,

(L0 @) = 3 (070 () @)
[1] =
L LE @)= Y (— 1P {1 @) )

=0

che possono essere condensafe nell'unica formula

2] > rL@p=-0 3 () () W@ ga<n.

=0

Si possono indicare ancora due altre relazioni della stessa natura, che
i ricavano faciimente da [1}:

- @
; wtﬂ - LATON TR B " (a—1)
(3] WZZO r'n _iwa—_l_[) ;Lﬂ (LM = ﬂ%o (ﬂ) ml‘ﬁ('n,wfgqil) L& (@)

(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificic Ugo Amaldi, nella Tornata
del 6 giugno 1942,

() B. I'erpusi, Relations entre les polynomes Jacobi, Laguerve et & Hermite,
o Condridbutions & le théorie des functions hypergdoméiriques de plusiers variables, 1T,
{In corso di stampa).
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e, per |t <1,

LB i (@ . = (2a)! ¢ (o
[4) ﬂzol‘(n+a+1) L @ =y tzn'l‘(n+;+1)( ) ().

Tenendo conto della nota formula di Hine-Harpy, la [4] conduce
ad una nuova funzione generatrice per i polinomi di LAGUERRE:

2 @) (a_ﬂ) i ta? - i
5] 2 i nyayiy Lo @=e" (14') L@z ViT+) (t>~§)

D’altra parte W.N. Bamey ha stabilito lo sviluppo ()

6] L) LP ()=

_ (Lo, (4+P). <
o n! Z 5 (L+2), (1+[’) (n—

)! 31’{1 (h;-&ﬁ a1, 14 "“é’E A 1)1 (U-+I3)(2,L)

+ Lo+, T+f+r

T'(a+r)
a)

dentemente trovato da W.T. Howsrr (*), &

ove {(@).m= - , (@)y=1. 11 caso particolare a==§ di |[G], prece-

- asl (91— 231 (2) )
7] ¥Lg*}(x)% = q;;’nT )ZF(a+?'+1)?gn< Z;‘] L& (2e)

Da. questa formula si ricava subito, per |¢] < 1, la relazione analoge & [4]:

< (2n)! " 1,203 T @, g
18] %22“?151‘(714-&4-1) i’ () =V 1— tyl‘( +o'+l) (@t

eeal)

e il valore comune delle due serie infinite & ancora dato dalla formula
citata &1 Hrmre-Harpy., Si ha dunque urn’altra funzione generatrice
del polinomi di LaGumrre:

(2’?1) fAl (20) (t’l’:?’) ¥ )_%’g{ (ml/t) .
S smrnres W = Gl TELTS) <.

(1) W.N. Bammy, On the product of two Laguerve polynomials, « Quart, Jorn.
of Math. », vol, 10, (1989), pag. G0-66.

{(#) W.T. HoweLL, On some operational Represeniations of Products of Pa-
rabolic Cylinder Punctions. « Philos. Magazine », vol, 7 (24), (1937), pag. 1082-1093.
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Ma il risultato {8] ha una pilt grande importanza in quanto for-
nisce I'inversione di [7], sotto la forma

2% (Im — 29) 10!
2r—1) K7+ o +1) [{n—1)

" T(n+otl @
9] LE Oy — G 5o L@

(2n)!

Osserviamo che il valore $=wo+1 conduce, secondo la [6}, a una
formula di coefficienti uguali a quelli di [7}; la sua inversa hs gli
stessi coefficienti che [9]. Queste formule possono essere condensate,
per [#] <1, nella

mw@?’") A ,ee+D _ @ g T4

[10] i

Lo scopo del presonte articolo & di gencralizzare lo rolazioni [1]
e [9], clod di trovare l'inversione di [6}. Applicheremo pol i risultati
ottenuti per stabilire altri interessanti sviluppi del prodotto di due
polinomi di LAGUERRE.

2. - Il punto di partenza di queste ricerche & la relazione

80

13 rLEes= 1ty > () @, <
e b

equivalente agli sviluppi inversi:

[12) L@ = Gt > U@

[18] LE(20) = > 9119 L& (w)

Si pud indicare snche una formuls wnaloga a {11}, equivalente a [12]

e {13}:

[11] i————-t” L& (2a) = ¢! }_ GO L)
2 Flaraely 1o B0 = F(ntarl)

*B7  Acte, vol. V1,
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Serivendo, nella [18], «+8 in luogo di 2=, ¢ sosfituendo l'espressione
corrispondente di L "(2x) nella formula [6], viene

L) L () =

(1+f’)n (1+(’»)ﬂ

5)
(lj“gﬂj +T 1+m--[j--|7,»~m'r,1) w

Z(l—io*) (1+£’) ('"' 7)|3 2 T+otr, L+f4r

(238

X,Z;(;QES (1‘} a;-@)s(q )]

Sviluppando qui la funzione ,F,, ¢ cambiando l'ordine delle somma-

torie (1 che & lecito), si oftiene

L () L () =

b,
i 149) S S (5), (5 Rer) (152 er) -2v(1455E) SRS

el 550 (] o), (146), (n—a) (Lroet)y, (148 +7}hfc'(1+—w-§) (7—8)'

1\ 1hadB o-+B ;
woams v [ex @FEOLITLE |
+ n! * %(14 +(3) %kro(l o {’) (L3 (118 (o L) Ls,® /' (x) :

Per caleolare la somma doppia di quest’ultime formula, poniamo k+r==p,
¢ r==8+¢ con che si ha

(1) Z (1 FinB) (1 a;@) D (—;-H)q(—pw)q

(1+c; +p ) i= (e, (L48), (p—8)! (n—p)! 5 (_l;'igﬁq-s)qq!

Le seconda somma & nota per una formula di Gavss (funzione iper-
geomefrica di variabile wguale a 1}; il risultato cercato sard:

[14] L(a) (CC) L(ﬁ) ((L) —_
(1 Io'),,(1+ £y P

(2") : 7 Mﬁ, 14 248 +8, =148 ("'_:_ —"9)
Z(l }—04) (14 5)3(77’__5_}| NE B ( 2 ) I)L2 2

ek, Lif+e
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Questa & ln generalizzazione della prima formula {1}; e per o==p
la |14] si riduce proprio alla I1}.

3. - Un'nltra espressione del prodotto Li(x) L), sotto forma

()

di sviluppo di serie di {l; ° "(a){* sard dedotta in modo analogo
dagli sviluppi [6] e [9]. Da quest’ultima si ha:

s (— -;—'-)"_s L LSE;E)

L+
L5 Q) == ( ().

Sostituendo nelle [6}, e effettuando 1 caleoli analoghi a quelli fatili
nel n. 2, si avrd la relazione seguente:

[16] T L"”(m) =
+3 ok

8
iR (H Eg~+s,l+-ﬂén 48, 48] I)% (T)(w)sg
n (1 + (J)q; (5‘3"“‘1)' ¢ ' Liais, T4f+s

Per a=f, 4y non differisce da 0 che per s=mn ¢ [1B] si riduce ad

una identita.

4. - Secondo la formula {10], si ha ancoras

(1+“;F’) u s!(-— —;-) (Siiﬂ_ﬂ) (‘iﬂ%ﬁ)
LE (9a) = =3 e Ly 2 @)L P ),

1 oy, ath ot
(?)ﬂ (l+ ) )S(n §)!

e questa relazione pud essere serifta anche come segne

1+;+@)ﬂ(1+a+[ﬁ) i N X
E e

LY Q) == (

LBl Bt (91[3:1} (E‘_ﬂ?:}.)
3 ) B H ¥ ] 2 s
X SFQ ( I+t s :H_E_t@.p.s ) :[Js (a:) LS ({L)

R 3
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Se ne conclude che la formula generale dovrd aver 'espressione:

(52) o
" o
{1 6' L‘(ql;!:ﬂ) (21’1?) — 2 n 2 2 2. 8

B TR

' lia+ts, 1+f+8, —ni8;) 1
Xl

RN )L‘;"(w) L),

]

che si verifica con la sostituzione nella [6}. I calcoli danno luogo ad
una identitd. La formula [16] & Vinversione cercata dello sviluppo [6]
del Bamry, Se a=8, o a+1=§, si vitrovano i casi particolari sopra
menzionati,

6, -~ I polinomi di Hesmire II,{x) sono legati, come é& noto(!),
a quelli di L.acurrne per mezzo della formula lmite

2 fy?
H, ()= 2"n!lim o™ L£ ) (m wa,) (% arbitrario)

[l dee] ‘z

Applicando questa relazione alla formula [8), se ne ricava

o 1 B

[17] 202 - H,2 () = l/ ‘‘‘‘‘‘ Zo S Hz,,(ml/z)._nr/mi__u:m drt (] <1)

Si pud verificare che [1¥] si deduce anche dalla nota formula di
Menrer (2}, Da [17], si avra per esempio

" 2"(2?1 2}6) \
& On— k1) kel [(n—F) P v ().

(18] M, (aV8)=—nl

(1) L. Toscawo, Formale limiti sui polinomi di Laguerre. < Boll, Un. Mat,
Ital. » (IT), vol. 1, (1289}, pag. 337-839 (con altre notazioni).
{*) «Journal de Crelle», vol. 66, (186G}, pag, 161,
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Queste rolazione, la sus inversa (che si deduce anche da {17]), come
anche altri risultati pilt generali, sono stati stabiliti con a,ltm metodo,
in uno dei nostri lavori precedenti (V).

Tenendo conto dell’altro lagame ben noto fra polinomi di Lagueres o di
1

Hepamreg, attribuito al Szrad, si avrd, ponendo nel [10], w=m—, (3:+§ ,
o £ 2 " €
{19} Z 22':; I‘I‘zvi("z’) H?w I-:l(m) e 1—-“-} Z t LEJr(Z‘w ) (ltl < 1)
P =0

donde

4
[20] 23": IJ2¢1(2|’32) s Z 2 n—3

0 (28) | (?IW.S‘)! 223 IIEa(‘T’) I{Es+i (.’I}) ]

o la sua inversa che si deduce da [19] sviluppando il secondo membro
in gerie di potenze di ¢

Per gli stessi valori di « ¢ P (clod a:—qéﬁ, [5:+%), In for-
mula [16] da lo sviluppo del prodotto I,,(a)H,,., (@) in serie di
{L,(2®){? o si avrad anche lo sviluppo inverso,

Osserviamo che l'applicazione della formula limite di Toscawo
alle relazioni [1} d& luogo a noti risultati sui polinomi di Hremmirr;
gli sviluppi generali di quest'ultimo tipo sono stati dedotti con questo
metodo dal risultati stabiliti nel nostro secondo lavoro, citato a
pag. 359, nota ().

6. — Continuismo adesso con l'inversione di [1b]. Serivendo [7]

sotto la forma
o 1 1
5, . (Ellg)
: ARl 1 9

n! (“o l-@) (!

E:'.E
%Lag * )(m)%2=

(*} E. FerouriM, Développements en série de polynome d' Hermite et de Laguerre
& Laide des transformations de Gauss et de Hankel, I-1II. « Proc. Kon, Ned, Akad,
Wet. », vol. 43, (1940), pag. 224-248, 879-886,
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e sostituendo per Li;P(2x) lespressione ricavata da [16], mediante

calcoli analoghi a quelli precedenti, si ottiene il risulteto

(5, o Kl'“zf) r_ st

[19] ;L?IT)(.@){ o= 2_ y

e

Ltoets, 1+f+s, —nts; 1

% Ty ( 1 218 wp, ) T8 (@) L® (@)

+8, 14—~

Per a>§ la [19] si riduce ad nna identith.

7. — Le formule {15} e [19] permettono di stabilire una relazione
pitt generale che contiene anche le due relazioni particolari. Serivendo
la [19] con i parametri y e & tali che y+3==a+§, o sostituondo l'espres-

«tp :
sione ottenuta di }Lg )(L)§" nella [15], dopo alcune trasformazioni,

viene

T (o) T (&) = @ (
e {142 N 5. T ) T
(1 +a), (L) ﬁ>oz<l+ﬁ)ﬂ Z"- ﬂikiki -1y (1+——§—)k+p(1 F )Mp L4 )en o (148), 1, TA7 () T

D0 (L (1B (W550)  (1622E) o 09t gt T

i+g s+q

Poniamo qui k+pe=i, s4-g==j:

L () LP (@) =
(1) (145 L s L@ L)

(1_}&)’“(1_}_&)" # o i 8§
L ZO Z ZO ZU @ i
0 e 3020 (L) (LB Lo =5 5) (L =57) (L) (L) (m-)H ) (o)

Effettuando la somma rispeito a %, si vede che la somma precedente |

non sard differente da O che per k=j=14. Si avrd dunque il risultato
notevole:

{20} (‘1) (:E) L(ﬁ) (w) —

(1 + ot)ﬂ (1+ @)ﬂ sl Lay+s, 148, ~ndsy 1\ 1 () (5)
2 eyt e ) L@ L7 @)

valido per a+P=y+37.
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Come una conseguenza di [20], sis menzionate Videntitd:

(=1 s L) L) (=178t L () LP(w)
(Lp)aLt 8)"2 ), (i = oL )"Z(l ). (L4 By, (s).

valida per y+d=a+f$, ¢ n=0,1,2, ...

8. — Resta ancors da goneralizzare la seconds delle formule [1],
LA

ciod da stabilire lo sviluppo di Lg(-,n2 )(m) in serie di L{(x) LP (),
nel caso az=f. Dalle [1] e [19] si ha:

e+ ot
5 o, (45 (045
(_1)1;(?:!.) Lg,(g,l )(.’L') Z ( 1} (n+ ) ;’! vy

n—r

1+a4 s, 1+f+s, ~r+s;

s! Pz( I+

) G)(w) L(B)(a)___

x2 ;
30 0550 e

3 s

+B
491+ 5

powores 1) ( —i[i) 81 (et ) (L+P+) (~r+8), L) L)
~(15h) 335 - -
2 ‘fj'_ﬂ) ( +9ﬂ+ﬁ) a+B ) (1+ O’,+ﬁ .

# =) 5=0 2=l — diie —Y el (= 1!
(1+ 5 5 I+ 5 ts 5 +.~';)h(n )t (=)l k!
b)
(1+“+() n s (=1 8! (L )y (L B sy (— %E)
ZZ n—5—h () . B
e ) LE@).
§=0 &=0 (n—s—k)! (1+ R— ) k!
s4-h
Finalmente, per «==§,
s W s
I e A RS 5!
Lan ()= (2n)! o A ot *
[21] (1+ 5 )(l+-§~-«n)s(n-«s)!
l+ats, 1+(+8, —ms 1 "
3]:12 (If-‘Hﬂ +8, 1-;-—2 ms)L( }(m} L(B)(m)
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9, - Tutti gli sviluppi stabiliti sonc invarianti per la trasfor-

mazione di Hawknn, ciod se si moltiplicano i due membri per
atfi

Jasp @V ay)ea ? dw, e so si integra rispetto ad 2 da 0 & oo, questi
sviluppl seranno ritrovati, per mezzo di noti risultati sulla trasformata
di Havxer di prodotti di polinomi di Lacverne('). Osserviamo qui
che questa proprietd mostra gid la possibilith di teli sviluppi come
abbiamo indicato nel lavoro citato a pag. 865, nota 1, per le formule
[1], [14], [16] e {21), senza determinare i coofficienti.

D’altra parte abbiamo dimostrato con lo stesso metode l'impossi-
n

(2n)!

Si verifica, al contrario, che la funzione

bilitd dello sviluppo di in serie dei prodotti L{”(x) LY (x).

m[m (a.+
@aye Lo
sviluppata, ¢ i coefficienti possono essere calcolati facilmente, mediante
i rignltati precedenti.

2 () pud essere

Utilizzando la formula di moltiplicazione ben nota(®) del polinomi
di LAGuErrz, noi avremo subito

2,; 2 k1 et o
[22] Py LE ™ (@) = G D (nf ) 1P 2a)

=0

e ocoorre sostitnire qui a LGP (%) Pespressione [16]:

a*” (o)
(2 )] o+ Lo =
(L4 +B)s, & L stgm Pran Ll s Ny T
(211)! /lo (Zn 2]{)1 (2];)! Z(l-HH )zs(k S)HF 1*‘“tﬁ +8, 14 u+|3 Ls (.’I)) g (T}.

(% Quesbi rigultati sono riassunti, per esempic nel §1, del lavore citato a
pag. 865, nota 1.
(* Vedi per esempio il §1, del lavoro citato o pag. 865, nota 1,
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81 pud invertire l'ordine delle sommatorie, in modo da effettuare la
p )
prima sommatoria rispetto a £ Viene

x*r 14+ ). sl (@n—s—1)!
- gf;:ﬁ) ( ) ( - $)2 2 Z ( )! %
! (2n)! {14+ o+ 8}, (Bn—28)!
1ra+s, 14f+8, —nts, -é- —tg ) ~1
X 5l ( Lrotp o [3

e 8y 1

2

) L@ LP (@) .

+8, ~2n+g+1

Per «=8, la funzione ,I°; si riduce a una B,

Il numero di tali formule pud essere evidentemente esteso in di-
verse maniere. Noi ci limitiame qui a guelle date nel passaggl pre-
cedenti, indicando per finire il modo della loro generalizzazione.

10. ~ Riprendiamo 11 risultato (*)

ittt N+
[24] L () TP (e Z o L (@) = Z by—r
¢on .
g
o= 3 (1) (255) (69
r=0
(e}

b(m,n; a, B) = (—1)"*" ¢,(in,n; p—m+n,atm—n).

Da [24] si ricava, in primo luogo, l'inversione di {28]. Tenendo poi
conto delis formula

8

L9 (a0 )-—‘21 X (tiﬁﬁ) L3 @2a) ,
A=

(M) B. Fevonwm, Hepansion and integral- Transforms for Products of Laguerre
and Hermile Palynomials, « Quarterly Journ, of Math. », vol. 11, (1940), pag. 18-29,



370 PONTIFICIA ACADEMIA BCIENTIARVM

o sostituendo nells {24, si avra

. F AN 1 fe+n-E Cror 1+ ot +;"(J } .
L) TP (@) =3 3—, > ( gfruﬁ | 0 9

fe=0 =0

Si possono stabilie in tal modo delle generalizzazioni per le
formule [1]: e relazioni di questa natura sono state gia trovate con
altro metodo mnel nostro lavoro citato, a pag. 859, nota L.






