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SULLA IMAGINE PROIETTIVA DELLE SERIE
E DEI SISTEMI I¥ BQUIVALENZA ELEMENTARI
SOPRA UNA VARIETA ®

ENZO MARTINELLT

SYMMARIVM. —- Generali ratione ostenditur netio imaginis proiectivae sy-
stematis asquivalentize elementaris; cuius imaginis, gnam MARONY fam invexerat
pro sevio aequivalentiarum elementariom, quaedam notae peculiares plenius per-
peaduntur.

1. Mi propongo di estendere la nozione di imagine proiettive di
una serie lineare sopra una curva o di un sistema lineaye sopra une
varietd, e talune proprietd di quest’imagine, al caso di una serie e di
un sistema dequivalenza elementari sopra una varieta.

Limitatamente al caso di una serie d’equivalenza sopra una su-
perficie, il Manont (1) ha gid indicato vari procedimenti, che permet-
tono di otfenere imagini proiettive della serie. lo ho fissato latten-
zione sopra uno di questi, che wi sembra il pit opportuno. La sua
opportunity voglio appunto dimostraye — presentandolo in generale per
le seric e per i sistemi d’equivalenza sopra una varietd di dimensione
qualungue - col far vedere che & possibile di perseguire un po pit
a fondo l'analogia con il caso delle serie ¢ dei sistemi lineari,

In sostanza, come Iimagine proicttiva di una serie o di un sistema
Hneare, di dimensione 7, si ottiene entro uno spazie lineare 3, in
relazione alle sezioni della varietd imagine con gli spasi lineart 8.,

%) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Francesco Severi nella Tor-
nata del 6 gingno 1942,

() Gfe. A, Maroxt, Seritfi malemarict offeris v L. Berzolari, Pavia (1956),
pag. 811
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subordinati ad 8,, cosl imagine proiettiva di una serie o di wn si-
stema d'equivalenza, di dimensione », si ottiene entro una varietd di
Swere M, di specie s conveniente, in relazione alle sezioni della va-
rietd imagine con le varieth di Swers M, _, subordinate ad M,. & come
due imagini proiettive in S,, 'una proiezione dell’altra, rappresentano
serie o sistemi lineari I'ino subordinato all’altro, cosi dne imagini
proiettive in M,, ottenuta l'una dail’aliza mediante una certa trasfor-
mazione analoga alla proiezione ordinaria, ¢ che chimmo «proiezione
entro M, », rappresenfano serie o sistemi d’equivalenza l'mno subor-
dinato all’altro.

2. Sopra una varietd irridueibile V,, a %k dimensioni, sia asse-
gnato il sistema d’equivalenza elementare %, di dimonsicone » e di
specie h, come intersezione di k—A sistemi lineari di varietd a k—1
dimensioni, |AM}, |JA® ], ., (A% 8] suppongano i sistemi lineari
preventivamente ridotti ad avere dimensioni ¢, 7,,.., 7, soddi-
sfacenti alla relazione #=wr, + 7, + ... + 1, in modo cioé che per
la generica varieta W, di % passi una sola (k—2R)-pla di varietd
AW A® AR (M) Per k=0 il sistema X si riduce ad una serie
di equivalenza elementare di gruppi di punti su V,.

Sia M, la varietd di Seene di specie ¢=k—h, che rappresenta
di dimen-

le (k—hjple di punti estratti da k—h spazi S, .., 8,
sionl 7y, ..., 7. Ricordiamo che, guando si pensi M, come prodotto
di questi spazi lineari, ad ogni s-pla di spazi Sy, ..., S,, subordinati a
{0 commcidenti con) Sy, .., 8,,, corrisponde nn prodofto My, .. 1q,, che
& anche una varietd di Swenrs, di specie s (o inferiore, se qualche-
duno dei ¢ & mullo), contenuta in M,. Osserviamo inclive che, entro
M, , sussiste una speoie di dualitd (prodotto delle dualith esistenti in
Biy oy B, 1o quale & corrispondere ad ogni varvietd Mg, . .o una
varietd M, .(ou. 0oy, prodotto degli spazi duall di 8, .., S, nel
propri ambienti. In particolare, ai punti di M, eorrispondono, per

{(*) Bi pud soddisfare a questa condiziona, per esempio imponendo alle va-
vieth di ciascuno dei sistemi lineari {A il passaggio per un numero conveniente
di punti fissi, scelti in modo generico su Vy,
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dualitd, le M,_, di una totalitdh oo™ {che & a sua volta una varietd di
Seere M, di elementi).

Cid premesso, si pongano kA corrispondenze proiettive tra le
varieta di [A®M], .. JAG®M o © 8d ogni
varieth di % intersezione eflettiva o virtuale di wna (£—2A)-pla di
varietd AM, .., A® ™ &l faccla corrispondere la varietd di Srerm
M, =M, 4, contenuta in M,, prodotio degli S,..1, .., Ss_, -1,
corrispondenti proiettivamente ad A, ..., A% Vuol dire che, se
AW A dlincontrano effettivanente lungo una varietd di dimen-
sione >k, alla (k—#&)-pla A, ., A% corrispondono infinite va-
rieth di X, costituenti un sistema d’squivalenza su una varietd subor-
dinata a V,(Y). Queste infinite varietd appaiono come clementl ecce-
zionali nella corrispondenza che si pone fra % e le varietdh M, di M,.

Risulta che alle varietd di X che contengeno un punto P di V,,
corrispondono le M,_, passanti per un punto P di M,. Al variare
di P su V,, se X & semplice, P’ descrive in M, una varietdh V', in
corrispondenza birazionale con V. Al sistema ¥ su V,, corrisponde
il sistema 2 segato su V', dalla totalith oo delle M,_, di M,. La
varietd V'), & Pimagine proteltiva di % in M,

o gliperpiani di 8,,,.., S

Vicoversa, assegnata una varieta V5 in M., il sistema X di va-
rietd di dimensione h, segato su V', dalle M., di M., & un si-
stema d’equivalenza clementare, che pud ottenersi come intersezione
dei k—h sistemi lineari su V5 di varietd di dimensione k--1, che
sono a loro volta intersezione di V', con i k—h sistemi lincari su
M, costituiti dalle varietd (di Seanre, di specie s e di dimensione #—1),
prodotti degli iperpiaui di 8,, con 8, 8., .., S, _,, degli iperpiani di
Sy, con Sy, Sy, e, 5y, ece. Naturalmente il sistema X', che in ge-
nerale risulta di dimensione », pud, per particolari varietd V', entro
M, , abbassarsi di dimensione.

72

”

3,

OsservazioNe. -~ 8i & supposto che il sistema d’equivalenza X sia
gemplice; In caso contrario occorre distingunere a seconda che esso
sin composto con un’inveluzione di gruppi di puntl, o con una con-

(1) Ofr, P, Suveni, Serie, sistemi d'equivalenza ¢ corrispondenze algebriche
swile vartetd algebriche, {Ed. Gremonese, Roma, 1942), Cap, 11T, n, 41.
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gruenza, di varietd di dimensione <k, sn V,. Conseguentemente v’
risulta ancora di dimensione k, ovvero di dimensione k—1I, ¢ non
pit riferita birazionalmente a V,, ma soltanto in corrispondenza uni-
voca in un senso con V,, e nell’altro in corrispondenza d’indice finito

(>1), ovvero infimito. Insomma, non vi & nulia di nuovo rispetto a
quanto avviene per le serie e 1 sistemi lineari.

8. Vediamo come si possa estendere al caso delle serie e dei
sistemi d’equivalenza il teorema che lega due serie o sistemi lineari,
che abblano imagini proiettive l'una proiezione dell’altra.

A tal fine, si considerino entro gli spazi 8, ..., By, _,» =N proie-
zloni eseguite rispettivamente dai centri 8, .., Be,_, sopra gli spazi
Sttty s Sry ity 0s5endo 0o, 1y 2, o, 0% pyy Sy p— 2.
Il prodotto topologico di tali proiezioni da luogo ad una trasforma-
zione che chiameremo proiezione entro M,, avente come centro la va-

. 4 - . " — " B o 1
vietd di Smane My .. g, =0,, prodotto di S,,.., S, © come
quadro di proiezione la varietd di Smene Me. (... . D)8 = O g,
prodotto di Sy, o1,y Sy o 1.

Precisamente, un ponto P di M, (fuori di Q)), il quale provenga
dal prodotto dei punti P, ..., P*~" rigpettivamente in Sy oo Sﬁ.),_h,
verrd projettato entvro M,, da Q, sopra o,_,_,,nel punto P’ di a,_,_,,
che & prodotto del punti P09, ..., P/®® projesioni rispettivamente in
By ey Si_, dad centri 8y,,..., 8, sopra gli spagl 8, o 1, ..., St g1 -
Altrimenti (senza ricorrere all'imagine offerta dal considerare M, come

.4 o o J ) . L. i,
prodotto topologico di S, ..., S, _,) sl pud dive cosi: un punto P,
variabile in M,, individua insieme ad £, una varvietd di Sk Mos
subordinata ad M,, la quale passa per Q, e per P, e sega w,_,_,
nel punto P proiezione di P. Le varietdh M,.,, passanti per Q,,
stanno in luoge degli spazi prolettati nella proiezione ordinaria.

Cid posto, sia in M, una varieth V%, ¢ V', ne sia una proie-
zione biunivoca entro M, , oseguita dal centro £, (non appoggiato a V%)
sopra la varietd di SmeRE w,_,_;. Al sistema d’cquivalenza elemen-
tare X7y, 00" di specie B, segato su V7, dalle varietd di Smari
@, p-gs subordinate ad ©,.g.., ¢ duali in o, del punti di @,.,.,
stessa (n. 2), corrisponde su V', il sistema segato dalle M,_, di M,
passanti per £,: ciod un sistema d’equivalenza elementare ¥, con-



ACTA 151

tenuto tofalmente nel sitema X7, oo”, segato su V', da tuite le M,
di M.. It poichs le wvarietd V', V", si possono considerare come
imagini proiettive, rispettivamente in M,, o,_4_,, di sistemi elemen-
tari X, 2y, trasformati di 2, £7,, su una V, Dbirazionalmente equi-
valente o V4 e V7., si conclude col teorema:

Se une wvarieta V", & proiezione biunivoca entro M, di un’alira
varietd, V'y, la proiezione essendo eseguite da un centro L, (che non
incontri V', ) sopra wn quadro o,.,., @ sistema 2y su una varietd 'V,
del quale V", pud considerarsi come imagine profettiva in M., & lotal-
mente confenulo in wun sistema pit ampio X su V,, del quale V', ¢

imagine proieftiva in M,.

OsservazioNr. — Allorché il centro di proiezione £, si appoggi
a Y'y, il precedente feorema va modificato (in modo del tutto analogo
al caso delle serie ¢ del sistemi lineari), nel senso che il sistema %,
visulta solo parzialmente contenuto entro il sistema X.





