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UNA CONDIZIONE NECESSARIA E SUFFICIENTE
PERCIE UNA SERIE DI POTENZE
ABBIA SULLA CIRCONFERENZA DI CONVERGENZA
UN SOLO POLO MULTIPLO®

FRANGO PELLEGRINO

SYMMARIVM, -—— [Wxponit anctor quae condicio requiratur et sufficiat ut ex cooffi-
cientibus alicuius potentiaram seriel dignoscl possit quandonam haec serios unum
polum cuiuslibet multiplicitatis % in circumferentia convergentiae habeat; s A==1,
condicio iam noba est.

L. - Com' ben noto in un lavoro sulle serie di potenze(!) &
enunciata la seguente proposizione:
Se la sola singolaritd situate sul circolo di convergenza & un
. . . i d
polo, semplice o multiplo, questo & dato dal limite del rapporto —= .

E si dice in seguifc che, se per esempio la serie
1] F@ =ay+a,z+..a.2"+ ..

convergente entro il circolo di raggio p ammette come unica singola-
ritd sulla circonferenza il polo semplice z==a, non solo il rapporto —=.

aw+1
tende verso «, ma ¢id avviene in maniera che la differenza, a partire

{(*) Nota presentats dali’Accademico Pontifieio Francesco Severi, nolla Tor-
nata del 20 febbraio 1942,

(M J. Havanasn, Essai sur Uélude des fonctions donndes por lewr développe-
ment de Taylor. «Journal de Math, » (4° sdrie), tome VIII, fasc. IT, 1892,

1h  Aeta, vol. VI
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da un certo indice in poi, sia in modulo inferiore a e, k indicando
un numero positivo conveniente < I, ciod in modoe che sia

aﬂ,
e e O

by

(2] < k"

Si dimostra poi che quesia & condizione anche sufflciente per
concludere che la [1] ammette un solo polo semplice sulla circonfe-
renza del eircolo di convergensza.

Scopo di questa nota & di generalizzare quanto s0pra, trovando
una condizione necessaria e sufficiente perchsé, suila circonferenza del
corchio di convergenza, vi sia un solo polo d'ordine h qualunque.

9. — Riprendiamo le formule{') che nel lavoro citato, sono indi-
cate come punto di partenza per la dimostrazione della proposizione
ricordata all’inizio.

Per esse, nel caso che sulla circonferenza di convergenza di
raggio R, vi sia un solo polo, d'ordine h>1, posto

, A
5] r& =1

-A-i Ak-—:l

UNCE ok (2)

con @@)==by +bia 4 b8 serie convergente in un circolo di
raggio p pit grande di R, si ha

th, 0 = é,? (n+1)(n+2)x . ox(n+h—L)+

A,

4+ -

Tied Ry x (R —2) A;_l 4+ b, e

(*) G, Darsoux, Mémoire sur Papproximation des fonctions de trés-grands
nombres, ete. « Journal de Math.», 1878, pag. 15,
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con lim (p—E)y'd,==0 , p-k indicando un numero minore di p

00 * . .
ma superiore ad R, e quindi:

4 b, == Eﬂﬂ
- (b —"%)

1 .
e, tonendo verse zerc con —, da cui
7

[51

A, (n+1)(n+ 2);(4?‘ x (b b1y LA, n+1)(n+ 2)9:11 i><(n+h—~ )_"_ L

o o
1 £y
+ Aix—i ,,” (P'“ lr)“
&)
A, n+2)(n+3)x.. x(n+la) (n+2)(n+3) (o he1)

Gpr = b h o 4o

1 Bred
gt + (P"""]ﬂ)ﬂ-'-i

+ A, . Allora &

Ay D x(mali=D 4o Ay (nd Do ox(madi=2) 4+ o2 Ay (i Ly+a iAh_ﬁ,qﬂ+n_wf_;§ -------
o

S SR

+ Agm+2y x(nak)rad  (n+ 23 (w1 h=1) 4.0 ‘““ZA,,,,_E@H Dtelt A,y 1(;'?7-}_’5;:' ;
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Intanto, segue subito dalla [6] la proposizione ricordata all’inizio,
poichd, per n-oco 11 secondo membyro tende evidentemente ad «.

Segue anche che gli @, dovranno allora essere tutti diversi da
zero da un certo punto in poi, ¢ s ha quindi immediatamente una
parte d’un nolo teorema sulle serie di potenze lacunmari (), e cioé che:
«Be uno sviluppo di Tavror ha lacune, la funzione da esso rappre-
sentata non pud avere sulla circonferenza di convergenza dello svi-
luppo in questione un solo polo»,

Questa proposizione merita d'essere rilevata, perchd associa la
presenza in uno sviluppo di Tavior di lacune di qualsiasé tipo, alle
singolaritd della funzione rappresentata da tale sviluppo.

Di pin si ha dalla [7] che, per nsoco, il denominatore tende
ad A, 0, mentre nel numeratore il primo termine & infinitesimo del
primo ordine, Ma gli altri tevmini sono tutti infinitesimi d’ordine su-
periore al primo, quindi tutto il primo membro della [7] & infinite-

simo come —- per n-oco, & per il quoziente di questi due infinitesimi
n

avremo anzi, al limite,

[1]
L)
. 1) . @,
lim R A‘,,,,,,,,,,,,‘ == hm 7 (._“._.’___ — 0':) =11
H->00 i" =200 (Lo
M

Dungue possiamo infanto concludere che, se sulla circonferenza di
convergenza si ha una sola singolaritd, consistente in un polo mul-

tiplo d’ovdine A1, & necessario che la differenza :{--3-‘“- — % sl infi-
a4

nitesima del prim’ordine per n-oc e che il limite

. . a
[8] lim n ( T o:) =1-—h
2-300 L
sie wn inlero negativo.
Notiamo subito che in questo caso ftale limile cambiato di segno
e aumentafo di I da Uerdine del polo.

(*) ManprLBRrROTT, SUr les sdries de Taylor qui présentent des lacunes, « Annales
Beole Normale Supérienre» (8), 40.
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3. — Perché poi sulla circonferenza di convergenza di raggio ¢
d'uno sviluppo 2a,z" la funzione [{2) da esso rappresentata abbia un
solo polo multiplo a(je]==p) d'ordine % & evidentemente necessario ¢

. "y . 2\
sufficiente che, moltiplicando tale sviluppo per (l—d«g{—) , la nunova

gerie cosi oltenuta converga in un circolo di rageio o' > p. Il nuovo coeffi-
ciente 5, di 27, in tale secondo sviluppo, viene dato dall’espressione

9] b, ==, —h “""*—i— + (Z) s ".}2_ — e A (1Y (;) Gy "i’f .

Sard allora necessario e sufficiente, per l'esistenza del solo polo mul-

tiplo, che
o
110} Max lim | Vb, =
C Fi—r 00
. . i ST 11
== Max lim $ \/a,, —hat, —+ (a} ey 5 o +(—=1Y (ﬂ) e m? <_§_

Supponiamo ora che la f(z), rappresentata dallo sviluppo Xa,z", abbia
appunto sulla sua oirconferenza di convergenza di raggio p un solo polo
multiplo «. Allora si sa dalla memoria citata in (%) al principio di

. . R N
questo lavoro, che lg, successione dei rapporti —— & regolare e con-

add
(i3
a, ) O—
verge ad o. Sard allora regolare ~itil e, per conseguenza a,|, che
k

. . 1
convergers a —- = —,
. faei p
cloa
[11] lim [V a,j=—

n=r0

Soritta la relazione

o ra T s = e Q)

n
Vb,
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sotto la forma!

n

dyy 1 By Qyee 1 PR |
k % J..'_____ (L £ 2____”‘ ___1 oy Sa—h -
\/ @, *(3) @, @ H=1) (h) a, o

(12]

Va=jial

prendiamo poi due numeri positivi M od M’ tali che
1 ]

(18] _&-<M<M’<A~1~a;
P P

per la [10], da un certo indice in poi, & certo

Ve,

< M clob:

n

l azw 1 ) s - 1 by Lty |
f\/lwl a, ?'F(;)EE@:&& (= l)k(I) cﬂ,ﬂ1 <M

n

|
[14] |
;

cioe ancora, da un opportuno indice v in poi, a causa delle [11] e [18]

M M

—
<3
Vi

Hn
. g N " aﬂ'—i }. h ) Ei,ﬂ___z 1 h ,”___h 1
1\ e e

H £

7

e infine, per ogni n>v,

{16] fl--- (?;) %&i—{“ . i s ( 1)!( ( ) ;;—.’z ah} < k?i

dove % & come si & visto, un opportuno numero positive minore di 1.
Concludiamo allora che:

Per Uesistenza sulla circonferenza di convergenza d’un solo polo
multiplo d’ordine T, & necessario che esista il limite:

[17] lim 2 e g

kliegesl an +4
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che da la posizione del polo e determinato questo, & necessario che, da
un certo indice in poi, sia sempre per k numero positive opportuno < 1:

E Ry Gt 1 r ik (2 1 o
[18] l 1— (1) mdr . 7 — ot (—" 1) (Il‘) *EL”— . -q-:x < ke
4. — Supponiamo viceversa che stano verificate le [17] e [18].
Dalla [17] segue allora che
n i no
lim l/a_,,‘l::r-}um}u ciob | pl e, >1
=00 b fed g

Preso ora un numero & positivo, maggiore di 1 ma minore di 5 1 108

1 NTR T . )
tale che l</k'< 5@ quindi kk'<1, da un certo indiee in pol sara

wo in . 1 7!
[19] Lo V aﬂ£ <k o anche ] V a, l < ';— ;
i i
ma per la [18] si ha, da v in poi,
k?l i
WS Gemt g G L g
5\/1 h i (=1 0 d ‘ < I

e quindi, tenendo presente la [19], si ha

i

g P a
\/1_ (J;) aaﬂi S (--1) (;,) aa"}” po

da un certo indice v'zv in poi, segue allora

wo
Va,
|

p P

'i'/i;;;ﬁ P

Max Lim P

il che ¢} dice che le condizioni [17] e [18] sono non solo necessarie, ma
anche sufficienti per Uesistenza di un solo pole multiplo d'ordine h sulla
circonferenza di convergenza.
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5, ~ Volendo far vedere come le condizioni da noi frovate, si ri-
ducono per k=1, a quella ricordata al principio del presente lavoro,
seriviamo la [18] ponendovi n+ 4% al posto di » e moltiplichiamone ambo
I membri per |ef*, avremo aliora
(a

h Yy ygpen h—i FRY R Y Tt b P “
o () Aty (0 (1) | < B Gl
A Oy

[20]

e quindi si potra trovare un k, <1 tale che a partire da un certo in-
dice in poi sia sempre:

9%
I\/ot" — (i") E?L*.:."k:_{_ alt (wl) (;a) m_t}ﬁ_
a

n
<k V{phy <k, <1

(LYY ke

clod
. e
(21} .,_h_(’l Horh—l h—t S Y
('L')i +i CRS
e quindi
. By .
[22] St gy
’ a#l

che & la condizione (%),





