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GRUPPI QUASI-ABELIANI®)
GUIDO ZAPPA

SvaaArIva, - Americanus 0. Ore, nuper doctrinam de abstractis classibus
in generaliore doctrina de structuris inserait, Qua nova rations, classes sunt
potius subclassinm quam slementorum acervi, ita ub prascipram momentum detuy
non studio classivm abelianarum, sod classium guas Auctor quasi-abelianas voeat,
scilieat in guibus dume subclasses inter se permutari semper possint. Priors hac
dissertatione Auctor recenset omnia genera classinm quasi-abelinnazmm, quae o
duchrs tantum elementis gigni possing, in allera expositurns dissertatione ¢lasses
quasi-abelianas, quae e finito elementorum numero gigni possint,

Nel recente indirizzo dato da O. Orm alla teoria dei gruppi, se-
condo il quale le proprietd dei gruppi vengono collegate con le pro-
prieta delle strutture (*), viene ad assumere grande importanza, in luogo
del concetto di sottogruppo invariante o normale di un gruppo, quello
di sottogruppo quasi-normale (ciod permutabile con ogni altro sobto-
gruppo del gruppo) (%)

Diverse proprieta dei sottogruppi quasi-normali vengono studiate,
nelle memorie citate, dallo stesso OrE, il quale tra laltro introduce
diversi concetti che hanno il parallelo nell’usnale teoria dei sottogruppi
normali, come, ad esempio, quello di guasi-centro (sottogruppo generato
da tutti i sottogruppi ciclici permutabili con ogni sottogruppo del
gruppo) che corrisponde al noto concetto di centro.

(*} Nota presentata dall’Accademico Pontificio Ugo Amaldi nella tornata del
20 febhraio 1942,

(*) [1] Ovsrmiy Orm, Structures and growp theory, T, Duke Mathematical
Journal, 3, pagg. 148-174 (1937).

[2] Oysrmw Ouw, Structires and growp theory, 11, Duke Mathematical Jour-
nal, 4, pagg. 247-269 (1938).

(B Ovsrrin Ons, Contributions to the theory of groups of finite order, Duke
Mathematical Journal. 5, pagg, 481-460 (1939).

(%) Op. cit. [1] in (%), pag. 162,

28 dete, vol, VI.
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Nel presente lavoro vengono introdotéi 1 gruppi quasi-abelieni
(gruppi in cui due sottogruppi son sempre permutabili tra loro, ovvero
ogni sotbogruppo & quasi-normale), che corrispondono ai grappi abeliani
dell’usuale teoria. 11 loro studio ha evidentemente intevesse, olire che in
ss, anche per tutbo I'ordine di idee introdotto dalie ricerche di One.

In questo lavoro vengono determinati tutti i possibili tipi di gruppt
quasi-abeliani, d'ordine finito o infinito, generabili mediante due ele-
menti. In una nota successiva ci proponiamo di trovare i tipi di gruppi
quasi abeliani generabili mediante un numero finito di elementi.

1. Demxmrons. Un gruppo G si dice QUASI-ABELIANO quando due
suot sottogruppi qualunque sono sempre permutabili tre loro.
Prima di determinare tutti i gruppi quasi-abeliani con due gene-

ratori, esamineremo il caso particolare in oui il sottogruppo ciclico ge-
nerato da ciascuno dei due generatori, se finito, ha per ordine la po-
tenza di un numero primo.

9. Sia in primo luogo ¢/ un gruppo quasi-abeliano, con due ge-
peratori, @ e b, il primo dei quali sia aperiodico, mentre I’'aliro abbia
periodo p* (con p primo e « intero positivo) di modo che si abbia
b= 1.

Mostriamo anzitutto che 3¢ (') & normale in G. Infati, nel caso
contrario & ¢~ ' ba==0, con b non appartenente a }bf. Allora b, b} do-
yrebblessere pili vasto di 1B, e dovrebbe avere, d'altra parte, ordine
finito, perché tali sono gli ordini di bt e }5{, e perché questi due sol-
togruppi devono essere permatabili tra loro, Ma dovendo essere per-
mutabili anche @ e 3, b, indice in & dellintersezione jaf A 16, bl
tra jal e ib, bl, in b, b}, dovrebbe eguagliare Iindice di jef in &, il
quale indice, non avendo @ e b potenze non identiche in comune perché
uno dordine finito e Ialtro aperiodico, & eguale all’ordine di i, I al-
lora Yindice di jai A b, ?m){ in 10, 5% verrebbe ad essere eguale all'ordine
di B, ciod minore dell'ordine di {b, b, onde Pordine di jat A ib, bt sa-
robbe > 1. Ciod ja{ e }b, b} avrebbero elementi non identici a comune,
il che & assurdo, una volta che a ¢ aperiodico, mentre b, b} ha ordine
finito. Quindi }b{ & normale in es

¢+ Tndickeremo, in generale, con R T #} il soblogruppe generato dagli
elementi @ ¥, ... &
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B avrd pertanto o'« a b=>b* con k intero. Ma dico, di pit,
che & o divisibile per p. Infatti, so cid non & il gruppo generato da
a”' e da b=' a~'h, contenendo H*, contiene anche b, che in tal caso
& potenza di &*; e contenendo anche «, coincide con &. Onde i due
sottogruppi ja~'{ e ¥~ a~*b! verrebbero ad essere coniugati nel loro
congiungente, Ma allova questi due sottogruppi non possono essere per-
mutabili (*), contro l'ipotesi che @ sia quasi-abeliatio.

Giungiamo pertanto alla conclusione che, se G & wun gruppo abe-
liano generato da due elementi di cui i1 primo a, & aperiodico, mentre
Ualtro, b, ha ordine pe, si deve avere a=*ba==p "+ B gon @ intero.

8. Consideriamo ora un gruppo quasi-abeliano con due generatori
@ ¢ b ambedue aperiodici, Possiamo allova distinguere due casi:

e} @ & b non hanno potenze non identiche a comune.

Si avra:
[1] ' b a==q® ¥

perché lal e 15! son permutabili. Inoltre, essendo anche da*t e bl per-
mutabili, ogni elemento di {a®, b pud porsi sotio la forma (avy b von
m ed ninteri convenienti, Tra questi elementi, 1 soli che appartengono
ad Jaf sono quelli con n==0, perchd ja! ¢ {b! hanno per ipotesi a co-
mune la sola identita. Ciod ja} A }a®, bl =1a*|. Ma dalla [1] segne che
in 3 bl ¢’s ba, e guindi «, onde @ deviessere potenza di % e di
conseguenza si ha @e=k1. Analogamente si ottiene y==1,

Sia w==1, y=-—1 8i ha allora, dalla [1], "' ba=205"", onde
(@bl =abab= a* e di conseguenza G pud generarsi mediante ghi
elementi @ ed @b, i quali hanno una potenza non identica in comune.
Si cade pertanto nel caso §) considerato pitt sobto. Analogamente i
procede se 2 =—1, y=1,

Sia invece w=y=— 1. Allora & ba=a"' b~ "= b a)~*, onde ba
ha ordine 2. Poiché inoltre a, bf=la,b at, s1 ha che & pud generarsi
mediante due elementi, uno d’ordine 2, Paltro aperiodico. Il grappo
& pertanto del tipo considerato nel numero precedente.

Se infine w==y==1, il gruppo & abeliano, ¢ precisamente & un
gruppo abeliano libero con due generatori.

(M O. O, o cit, {8] in (%), pag. 484,

*20  Aeta, vol, VI
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%) @ o b abbiano potenze non identiche a commne. Allora, se {a, b}
non & ciclico, contiene elementi d’ordine finito von identicl.
Supponiamo infabti @ ==0% con wn m intero positivo ed un a in-
gero, e supponiamo pure che nessuna potenza di & con esponente po-
sitivo minore di m sia in 0.

Se m od n hanno almeno un fatbore primo p a comune, esistera
wna potenza ¢ di @ tale che ¢’==«", e una potenza d di b tale che
dr = b Allora e, df{/;c?z% & un p — grappo d'ordine p o p*, quind! abe-
liano, o di conseguenza si ha de==cd ¢ d, con z e y interi, ossia,
tenendo conbo del fatto che d? =¢?, si ha ¢=* de==d ¥ 7Y quind:

¢V dPe = dP + P+ T poichd df, essendo eguale a ¢ e potenza di ¢
& permutabile con ¢, dev'essere @ 4 y==0, da oui seguo de=cd. Ondo
\e, d} & abeliano, ed in osso Pelemento ¢d =", (il quale o diverso dal-
Pidentita perché ¢, potenza di @ con esponente positivo minore di m,
non pud coincidere con d che & potenza di 5) ha periodo finito p aven-
dosi {(cd=1P =e’d "= ¢’ d? = 1. Quindi, se m ed n non son primi ira
loro, Gf==1a, b} ha elementi d'ordine finito.

Se m ed n sono invece primi tra loro, consideriamo il gruppo fat-
toriale ia, 0f S Fsso & abeliano, come risulta dal lemma che pas
giamo a dimostrare.

Lisana, Un gruppo quasi-abeliuno finito & speciale (7).

Se H & un grappo quasi-abeliano finito, non vi possono infabéi es-
sore i esso due sottogruppl di Bviow del medesimo ordine, perché
duc tali sottogruppi, pel teorema di Syrow, sono coniugatit in ogni
sottogruppo che li contenga, quindi anche nel loro congiungente, ¢
pertanto non possono essere permntabili tra Joro, contro Vipotesi su 1,
11 lemma & guindi dimostrato.

In base ad esso, il gruppo ja, b{/%ﬂm%, che evidentemente & quasi-
abelianc e finito, risulta speciale. Hsso, d’altra parte, & il conginngente
dei dae groppi %“%/%a""‘% @ }bﬁ/;bn%, i guali son ciclici e hanno gli ordini
prini tra loro, Ma due sottograppi di ordini primi tra lero di un gruppo
speciale sono permutabili elemento per elemento, dunque $a, b%/;“m
& mn prodotto divetto dei due gruppi ciclicl %“V%aﬁ"( e }bg/;bn%, ciod ¢
abeliano.

{
4

() Chizmniamo, come & d'use, speciale un grappo finito guando ogni suo sot-

tograppo di Synow & normale.
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Da cid segue b=1 @h==a**"* con %k intero. T allora & anche
bt @l s ™ gt My P assendo eguale ab”, & permuta-
bilo con b, onde deviessers k=0, ab=ba, ciod @ == dae, b abeliano,

15 allora, essendo m ed = primi tra lovo, esistono due interl @ o Y
tall che ma 1 ny==1. Da cid segue (@) == b @ w2z @7 @ wu g7 478 e a,
come anche (B% @y == " . i o ro |, [ m et oy — g pertanto O q¥,
avendo « e b tra la sue potenze, genera da solo tutto !, che risulta
cielico infinito. '

T pertanto dimostrato che, nel easo 8), il gruppo @ == Ya, bl, so non
& ciclico, contiene elementi d’ordine finito.

In quest’nlfima ipotesi, gli elementi dordine finito di @ devono
formare wn sottogruppo normale N.

Tnfatti, il congiungente di dus sottogrnpni fniti di & & ancora un
sottogruppo finito di @, perchd i due sottograppi son tra love permi-
tabili; quindi gh elomenti di & aventi ordine finito formano intanto
un sottogreppo. Questo sottogruppe & poi normale, perché, per la sua
stessa. definizione, & carabteristico.

Evidentemente N & il pitt ampio sottogruppo finito di G, Da «id
segue che /vy non ha elementi d'ordine finito, altrimenti, detio M;/ N
il softograppo formato da tali elementi, M sarebbe un softogruppo
finito di @ pit ampio di N.

Pertanto & /ap che & guasi abeliano, ed & generato dagli elements
a e b omologhi rispettivamente di @ ¢ » nell'omomorfismo tra G e G/
dovra essers ciclico. Ciot uno dei due elementi @ e h, per esempio
b, dovrd esser egunale ad una potonza & di 4. Di conseguenza & b= a" - v,
con v in N. Ma allora & pud generaysi coi soli elementi a e v, di cui
il primo & aperiodico, mentre I’altro & periodico, appartenendo ad M.

1 sottogruppe !, quale gruppo ciclivo finito, & i prodotio diretio
di pitt sotbogruppi eielici il cui ordine & potenza di un numero primo:
slavrd cloe v=y v .. .. Ity CON Y, Yy .., v, elementt 1] eni periodo &
dato rispettivamente da potenze dei numeri primi distinti p,, p,..... y P
Ma, $at, v (2==1,..... ; h), & quasi abeliano e appartiene al tipo considerato
nel n, 2; onde siavrd =% v, gyt P oggia am v e 1] v Rie) - W,
ove ¢ & un interc convenionte. '

In tal caso, & poird anche generarsi mediante gli elementi a, v,,
Yy eeen » Yy claseuno dei quali & aperiodico, o ha per ordine la potenza,
di un numero primo,
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Concludendo, il caso B) da luogo ai seguenti possibili tipi di gruppi:

A) Gruppi abeliani lberi con uno 0 due gencratori.

B) Gruppi generabili anche medianle un elemento a aperiodico ed alird
clements Vi, Yoy eeeen, Y, GF ording pispettivamente Py, Pty Pt
(P1y Pas +orevs Py primi distintl) falé che v vy=svy v (§ f==1,2 ey ),
@l via = (Ge=1, 2,000, R)

4. Dal lemma dimostrato incidentalmente nel numero precedente
disconde che se G & un gruppo quasi-abeliano generato da due elementi
a ¢ b di ordini rispettivamente p% qF, con p e g nwmers primé distinti,
G ¢ addirittura abeliano.

K. Passiamo infine all’esame del caso in cui & & generato da due
clementi @ ¢ b, di ordini rispettivamente pe e p, p essendo un nu-
mero Primo.

Se pd & Vordine dell'intersezione di jaf e 1Y, sara petf-® lovdine
di @ ==Ya, b}. Ma Vintersezione di jai e 3}, coincide con Vintersezione
di Sa*! e }b", poiché, evidentemente, pd @ & in B}, nd b in jaf. Onde
necessariamente, 'ordine di ja?, b & e lkBorl=d o= gk B-2=8, 0 in-
dice di ja?, b¥} én Ya, b} & p*. Analogamente si vede che l'indice di ja?, b7
in Ya, b7, come pure in ja”, b, & p, onde }a?, b} & normale sia in ja, o
che in ja?, b, perché un sottogruppo di indice p di un p — gruppo ©
sempro normale. Pertanto ja?, 0% & addirittura normale in i, b}, ¢ quindi
da, b%/;aaa’ 2] 3 un grappo d’ordine p* _

Ma i gruppi d’ordine p* son tutbi abeliani; quindi, detti @ e & 1 cor-
}'"isponde_nti di @ e b nelPomomorfismo tra }a, b e a, b%/%aa), b?hs si ha
ha=ab, ciosba=abe con cin ja?, b{. Essendo poi lart e {7t per-
mutabili, & ¢ = (?)" (b)Y = a?* b, onde b a == a b a™ b, con x e y interi,

Ginngiamo pertanto alla seguente concinsione:

Se G & un gruppo quasi-abeliano gencrato da due elementi & ¢ b
di ordini p* e pP (p primo) si hat

ba==aba™ b

Ogni potenzo p-esima di un elemento di Ya, b} sl esprime, eviden-
temente, in funzione di a?, 0° e dei commutatori di & Ma ognuno di
tali commutatori & in la?, b¥, perché ivi & il commutatore di a e b,
come yieulta dalla [2]. Quindi:

Ogni potenza p-esima di un elemento di Ya, bt 2 in Ya?, D7
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Se né a” & in W, nd D7 in dal, applicando ad G o i ragiona-
menti fatéi intorno ad la, b, si ha che ogni potenza p-osima di un ele-
mento di ja” 6%, quindi anche ogni potenza p*esima di un elemento
di fa, b{, dev’essere in }u?’?, b?’gf. Ma cid & vero anche se, ad esempio,
a? & in jbf, poiché in tal caso ogni potenza p-esima di un elemento di
1 bl & in 17 e ogni potenza p-esima di un elomento di ja?, bvb b in
7 clod in sp0?, ai”gf. In generale, seguitando si ottiene che:

Ogni potenza p'-esima (i intero qualunque) di wn elemento di da, b
é in ;a?”", b?’iﬁ.

E poiché tra le potenze p*-esime degli elementi di Ya, B} i sono
u?’i.e ?J.f’f, i quali generano insicme la*', b s puéd anche dire che
faf?’e, bffg ¢ i pi piceolo sutlogruppo che contiene futte le potenze p-esime
degli elements di ia, bl

6. Sia ora « << f. Dimostriamo che

1l sottogruppo la? ﬁ_l, b [5-_1% appartiene al centro di Ya, bi.

Se @ e b hauno una potonza non identica in comune, sl ha
s =1 b”ﬁ—]}r::}bf’ﬁh]{=}a?’amlf, e il teorema & evidente.

Supponiamo pertanto che @ e b non abbiano potenze non identiche
mn eomune, di modo che sia pe+B Pordine di ja, bf. 11 gruppo da=' b a, b,
non pud coincidere con i, b}, perchd ja=* bal e 1bl, essendo per ipo-
tesi permutabili, non sono coniugati nel loro conglungente, di modo
che @ non & in Y= b, Bl. Segue che Vordine di ja~1ha, bt & al mas-
simo petf -1 Fsso d’altra parte dev'essere p?—¢ ove p¢ & Pordine del-
Pintersezione di ja""bal e bl Da «<<8 sogue allora ez 1, onde
e~ baf e b devono avere a comune almeno p elemonti, tra cni
hecessariamente quetli di }b?’ﬁmlé che coineide con }(ar,_lbai)?’[3 - 1{, ossia
eon }a‘lbf’g'"la}. Pertanto si ha che @ trasforma in s& 102" ™, gotto-
grappo d’ordine p che viene in tal modo ad essere normale in dat, b,
e quindi, per una nota proprietd dei p-gruppi, fa parte del centro
di da, b Se o=, in modo analogo si conelude che ga”amlf appartiene
al centro di la, bf; ma cid & vero anche so « < f, perchd in tal caso
?’ﬁml, bf"ﬁmlg, al pari di gcﬂ’ﬁm]% e di

—1 : )

@ ==1; onde in ogni caso Ja
31 . .

}b?’[ {, appartione al centro di g, b}, ¢.d.d.

7. Dimostriamo ora che:

Se G ¢ wn gruppo quasi-abeliano dordine P’ generato da due ele-
menti a e b, ciascuno di ovdine pe, privi di potenze non identiche comuni,
tutti ¢ soli gl elementi che sono pofenze pi-esime di elementi di G sono
gl elementi di Ya?, ?)”fi‘
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Notiamo anzitutto che le potenze po—'-esime degli elementi di
Yar, b}, sono, giusta i 0. b, in gcﬂ’u, b”"“’{, ossia sono identiche, onde
Pordine degli elementi di ja?, 67 non supera mai p»~i Analoga-
mente si vede che lordine degli elementi di ;aﬁ"i, b”’{% 1oL HUPera
Pl o)

Tnolre, ogni elemento ¢ di ja, b che non sin in Ja?, 07}, ha la sua
_potenzt pﬂ—esima in jer, b}, ma non in ;af’e,b?’gg. Infatti, se d" fosse
in e, Bl per quanto s'¢ osservato ord, ©ss0 avrebbe ordine al pitt
pe-? onde d avrebbe al pit ordine pe—!. D’altra parte, d, non essendo
in da?, 6%, pud porsi sotto Jg, forma «" ¥, ove uno almeno dei due nu-
meri h e k, poniamo h, non & divisibile per p. Di conseguenza b, di
contiene b ed a*, indi « (perché « & potenza di a), ciod coincide con
S, bl Ma ¢i0 non pud essere se Uordine di & non supera o1, perché
in tal caso Vordine di }d, b} non superercbbe p2e—1, onde }d, bf non po-
trebbe coincidere con ja, bl Resta quindl dimostrato che d? & in ja?, b7
ma non in %aﬂ"z, b*’g{.

In base al n. 5, Vindice di ja?, 47 in e, b & p*, onde gli elementi
di }a, b} non contenuti in Yav, DL wono p*e o2 g 2 (1) TR, i
base alle ipotesi, si vede analogamente che ghi elementi di ja®, 67} non
conbenuti in }aﬁ’g, b?’eg sono p>ei(p* — 1)

Siano ora @ o d due elementi di ja, bf non contenatl in je?, b, 3
quali abbiano la medesima potenza p-esima. Sard allora 3, 8¢ un gruppo
d'ordine pe+l, che dovra avere a comune con Yal un sobtogrnppo d'or-
dine p almeno, Oude }ct”’mwlg e analogamente )b”aw}{ indi 3(1?’“”1, by
& in 3, 8. Daltra parie, non avendo }ai’“'"l% e ;!ﬂ’wﬂﬂi elementi non
identici comuni, “! jon pud essere contemporaneamente in gr.c?’u'ﬂ]%
o in 307 M Supponiamo che &7 non siain §aﬁ"amli. Allora 3d, o™ !
ha ordine di p¢~' e quindi coincide con sd, 3, Onde s1 ha d=d' ¢,
con ¢ clemento (di }aﬁ’o‘m]{, indi) di }rxﬁ’“’ﬂ], !)"GM}-}. Pel n. 6, ¢ & nel cen-
tro di Ya, B4, indi & permutabile con d, e pertanto si ba 07 = (A ) =

e (1P P == 4, perchd ¢?s= 1. Ma 1 & primo con p, altrimentl § =d'.¢
sarebbe in ja?, 07! contro Vipotesi; inoltre da 37 ==d? o da W ==d" se-
gue d==dr, clod VD7, ossia [— 1220 (mod pe—1). Pertanto &

. Loe—1 . R | . a1 |
Sl +40% g d - @ L, con s intero. Llelemonto y = 4 el

. =1 -l . . . TS T .
in Jat v § al pan di e o di @7, Onde siha §=

o
, b

@, eon

-1

- [T Y /R I ; - L -
yoin e, bt L Vieeversa da S m=d -y, con y in ja? L, sogue

3 =yt =
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Pertanto fissato un clemento d, gli elementi 3 i quali hanno la
stessa. pobenza p-esima che d sono tuthl o solj gli elementi del tipo
-y, con v in }(Lf’awl, b"’”"lf: o poiché l'ordine di quest’ultimo sotto-
gruppo 6 p*, segue che sono p? gli elementi di t, bl, 1 quali danno
lnogo alla stessa potenza p-esima.

Essendo p?e~#p2 — 1) gli elomenti di Jt, b} now contenuti in Yo, b,
saranno p—4(p? — 1y e loro potenze p-esime distinte. Hsse d’altra parte
devono esser tutbe in jar, 0¥ senza essere in 3(&"2, b"gsg e gli elementi
di jar, 00 non contenuti in }a?"z, F)"’Q( sono esattamente pe—4(p? 1),
Onde ogni elemento di jar, b non contenuto in gaﬁ’ﬂ, b?’gf & potenza
presima di un clemento di la, 6¢ non contenuto in ia?, 57,

Dal che si deduce subito il teorema in generale,

8, Passiamo a dimostrare cho:

Se G & un gruppe quasi-abeliano &ordine Pt B generato da due ele-
mentt a ¢ b Qordind p* e pb (o< B) non aventi potenze non identiche in
comune, defto y un qualunque intero < pb, tra lo potenze i o b (I in-
tero quatunque) ve ne & una della forma o ¥, con @ intere convenionte.

Giusta il n, B, la potenza ph-esima di &*b & in §a?’ﬁ, b?’ﬁé, quingdi
¢ identica, onde Pordive di a* b divide PP, D’altra parte quest’ordine
deve essero non minore di p#, poiché la, a*bl contione @ e B, o coin-
cide quindi con @& onde Pordine di @b & proprio p,

Ogni potenza. di a* b ha la forma o b, con z<¥pf, Se dimostre
che alle pf potenze di a®h corrispondono valori z tubtl diversi, quest
valori saranno tutéi o soli gli interi < pb, o quindi tra essi vi sard
anche il numero y prefissato. Onde i} teorema sard provalo,

Tutto si riduce pertanto a dimostrave che non vi POBSONG  ES50Te
due diverse potenze di «*b, sianc Y, a b, che diano luogo al me-
desimo y. B cid risulta dal fatlo che, altrimenti, del pari che ¢ b o
@Y, anche @ ha by~ = @ =9 1o sarebbe. Ma a*b, avendo ordine
p? e generando insieme con @ tutto G, non pud avere potenze 1on
identiche a comune con «. Onde verrehbe ad cssere atet = [, eiod
@' == g™, quindi anche a*b = a*b, contro i"ipotesi. Il teorema & per-
tanto completamente dimostrato.

9. Dimostriamo ora il seguente teorema, che segna il punto cal-
minante della trattazione:

Se G & un grappo quasi-abelione eon due generatori a e b di or-
dini p* e pB vispettivamente (p primo), esso ha wn seltogruppo normale
ciclico N, tale che i fatloriale Gf/ N risulii anch’esso ciclico,
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Dimostreremo i} teorema per induzione, ammettendolo vero pei
grappi il cui ordine divide Vordine di . Distingueremo vari casi:

[) Presa una gualunque coppia di elementi, che insieme generino
tutto G, essi hanno sempre una potenza non identica a comune. Allora,
in particolare, ¢id deve capitare ad « o b, onde sara 3(4?’“_';}::}13"“_1{.
Posto ga,w“"“i% = C, si ha che (/¢ & un gruppo quasi-abeliano con due
generatori costitwiti dagli elementi @ o ?5, che corvispondono ad ¢ e b
nell’lomomorfismo tra & e G-/(); o pertanto per esso vale il teorema.
Vale a dire G/ ha un sottogruppo normale N/ ciclico, tale che it
fattoriale Gf/py visulti anch’esso ciclico. Sia & un elemento generatore
di N/g; vi sara allora in G/G un elemento 7y, tale che G/p= by, 1.

Siano rispettivamente g e d due elementi di G, cul corrispondono
in /¢ gli elomenti y o 8. Sard g=a" bt e dw==atlf, e di conseguenza
v == a” e Szt b (m,n, », s inter gonvenienti). Non potranno am-
bedue i numeri m ed # esser divisibih per p, altrimenti si avrebbe
by, 3¢ = ja¢, bi, mentre deve essere by, 8= 14a, bY per ipobesi. Analoga-
mente, 7 ot § NON POSSOIL ESHEre ambedue divisibili per p. Ne segue
che g, d} contiene @ o b, o guindi coincide con G.

Inoltre, dal fatto che m ed # non sono ambedue divisibili per p,
gsogue che & o ju, g{ = &, 0 Ya, d} = (. Pertanto, stando all’ipotesi for-
mulata in questo caso I), o jgt o jdf deve conbenere 3(17’“_"]% che &
Tunico sottogruppe d’ordine p di jaf. Ma anche }g} o jdi dovono per
ipotesi avere a comune un sottogruppo d’ordine p, onde, in particolare,
\dl devo contenere %c&f’a'#lg = (.

TJelemento 3, generando il sottogruppo normale N/O, & trasfor-
mato da ogni elemento di &/¢ in una sua potenza; onde @ & trasfor-
mato da ogni elemento di G n un elemento della forma &7-¢, con ¢
in €. Ma ¢, essendo in €' &, per guanto 'y visto or ora, potenza di 4,
guindi @ & trasformato in una sua potenza da ogni elemento di G\
Segue che d{ & un sotbogruppo normale ciclico di & e coincide con NV;
ossendo pol G/N ciclico, ne discende, in questo caso, il teorema.

II) Ksistano ora invece due clementi generatori di @, non aventi
potenze non identiche a comune. Potremo supporre, senza ledere la
generalitd, che questi generatori slano ¢ e . Supponiamo inoltre, in
primo luogo « < b. :

Evidentemente, Pordine di G viene ad cgsere petf, So & o=, ot
ha indice p in @, e pertanto & normale in esso, 8 di luogo ad un fat-

i
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toriale d’ovdine p, quindi ciclico, onde il teorema & dimostrato. Pos-
siamo perfanto supporre e« > 1,

Il sotbogruppo %b’fﬁ h 1{ & evidentemente normale in &. Posto por-
tanfo %b"’ﬁﬁl%: C; il teovema vale, per ipotesi, per ¥ /¢y ossia G/ ha
un sottograppo normale N/C' ciclico tale che anche G/ sia ciclico.

Se N & anch’esso ciclico, il feorema & dimostrato. Supponiamo
pertanto che N non sia ciclico.

. Detti @ e & i corrispondenti di & o b nellomomorfismo tra @
e Gfgy sl ha che @ ha ordine p*<ipf~1, e & ha ordine PE-1 Daltra
parte }a, b} = G/ ¢y quindi, in base al n. B, ogni elemento di // ha un
ordine che divide ph—1,

Detto § un generatore di Nfgr dovrd esistere un elemento y di
G/ tale che by, 3= Gf. Per quanto s'6 osservato or ora, sia Pordine
di 1 che quello di § divide pP—1 ciod sia Vindico di 4yt che quelio

a1
di 3{ in G/p & divisibile per ?ij;ﬁjr: P Ma se lindico di v in-
G/o & divisibile per p% anche P'ordine di 3 lo &.

Sia d un elemento cni corrisponde 3 nell’omomorfismo tra @ o G/ 0
Se {3{ contiene ¢, d genera tutto N, che & ciclico, contro quanto si &
supposto. Pertanto jd} noun coutiene €, e di conseguenwza b e d non
hanno potenze a comune. Segue che )b, df ha ordine po-+5 (perché Yor-
dine di d & divisibile per %) e quindi coincide con @. Inoltre & evi-
dente che 'oxdine di d & esattamente T

Se il commutatore di b e d & in €, essendo C in 04, b & trasfor-
mato da d in una sua potenza, o pertanto ! & normale in ¢f. Poiché
esso evidentemente dd luogo a un fattoriale ciclico, il teorema & in tal
caso provato,

Supponiamo invece che cid non sia. Si avrd allora b=*dbz=dl **. ¢,
con ¢ in C e k non divisibile per po.

Postio §= b?’rj—m, consideriamo il sottograppo id, I, d’ordine p?, ge-
nerato dai due elementi d ed ! d’ordive p¢. L'clemonto d*- ¢, commu-
fatore di b e ¢, & contenuto in esso.

In base al teorema del n. 7, applicato a id, &, Vclemento d*c,
posto k==p”.k, con h non divisibile per p, 6, per quanto s's detto,
n <o, & potenza p”-esima di un elemento *d¥ contenuto in 3d, , ma
non in }d?, I, Dico inoltre che deve essere y uon divisibile por p.
Infaiti, in caso conbrario, si avrebbe d*c= (FFd¥y" = %" ¢=" con z di-
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visibile per p (n. 7), ciod, essendo ¢ nel centro di &, cd¥= e d | ossia
f=zp", o k sarebbe divisibile per p"**, contro Pipotesi,

Detto pertanto « un numero tale che sia yusz=1 (mod p*), che
esiste perché y & primo con p, dovra egistere, in base al n. 8, un nu-
mero #, tale che sia (i*d¥) = {** dve={"d, con s iutero conveniente.
Tnoltre  deve essere non divisibile per p, altrimenti (& &), in base
al n. B, sarebbe in 3}, d*{, indi anche in 5, d, e c¢id non pud essere,
perché, mentre I & in 3, drl, d non vi é.

Segue che, come [“d & potenza di £ d¥, cosl anche ¥ d & potenza
di 1% d. ¥ poiché d%c¢ & potenza di I" d¥, #i ha che d*¢ & potenza di
e d, poniamo d° ¢ == (I dY.

Ora, si ha =1 dl= "1 dl=1"d" dh o= (ld) +3, onde E==1"d
5 mutato da ? in una sua potenza, cioé & & normale in 3, &L Ma 3, ¢
sonbione [ e #d, indi d, ciod eoincide con G Inoltre G/%E% & ciclico,
onde il teorema risulta dimostrato anche nel caso 1.

TII) Gonservando ipotesi che esistano due elementi, che chiame-
remo ¢ e b, di ordini p* e pf, senza potenze non identiche a comune,
tali che }a, b} = G, supponiamo ora che sia o =8, cosleche G avra or-
dine pe.

Posto (== %(L”’aﬂ', b 1%, consideriamo il gruppo fattoriale G/ in
cui, per lipotesi a base del processe d'indnzione, vale il teorvema.

Tsiste pertanto in G/ un sottogruppo Nie ciclico e normale,
tale anche &'/ sia ciclico. Sia, como al solito, 5 wn generatore di N/¢,
o ¢ un elemento di /¢ tale che sia jy, 8 = G/ v

Siano poi d o g due elementi di &, cw sorvispondono rispettiva-
mente § o y nell’omomorfismo tra ¢ e G/¢ e siano @ e b i corrispon-
denti di @ & b in questo omomorfismo, Sard d=a" ", g==a" #, indi
anche § = a"0", 7= & %, con m, n, 7, & interl convenienti. Non po-
tranno contemporaneamente m ed 7, né contemporaneamente 2 ed &
esser divisibili per p, come si vede con un ragionamento analogo a
quelio fatto nel easo I). Segue che d e g generano insieme tutto ¢,
ciod Tordine di 3d, g} & p? D’altra parte I'oxdine di @ e queilo di g
non possono superare p (n, b} quindi lordine di ciascuno di assl &
egattamente p*.

I’elemento y trasforma per ipotesi 3 in una sua potenza, quindi
& avrd g ldg=cd*"? con ¢ in ¢, ossia il commutatore di g e d &

. o o1 - N .
cd*, od anche, notando che jg" di”" = (), e che pertanto puo porsi
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¢ = g""f’a'"i a3 commutatore di gedéo g"?’“—l d* vk Posto
wpt ez opel y ket sl ha che, se =20, d frasforma g i una sua
- potenza, onde gt & un sottogruppo normale di (7 con fattoriale ciclico,
e il teorema & dimostrato,

Sia invece #4=0, c¢iod ¢ non divisibile per pe. Allora si vede, ri-
correndo at un. 7 ¢ 8, che g°d' & potenza di un elemento della forma
g d. Notendo poiche & g~ gedge=gug—'dgm= ged g d == (g dy T,
s6 si chiama @ Pesponente da dare a g d per oftenere g d'y sl ottiene
che g®d & trasformata da ¢ in sua potenza. Posto g d ==&, sl ottiena
allora che (g, £), contenendo ¢ e gd, coutiene g e d, e pertanto coin-
cide con (7, che in esso {Z! & normale e da lwogo a un fatioriale ci-
clico, e il teorema & provato.

Pin precisamente, si ha che, come discende dalle propriets dej
p-grappi, & pud essere generato da due elementi g e d, il secondo dei
quali generi da solo tutto N, legati dalle reluziond

i . . ¥ ; i
A" = 1, g”” =¥, g ! dg = ¢! +we

con m, n, 8 &, dnterd =) tali che s<<m, m==ptok (k primo con p),
s4r4lz=m,om+r+ Lz

La diseguaglianza s+ + Uz m segue dal fatto che deviessere
g7 @ g=d”, mentre Valtva w424 1 =n dal fatto che dev’esserc
i o d g = d.

10. Ora possiamo determinare i possibili tipi di gruppi quasi-abe.
lani con due generatord, lasciando caders I'ipotesi che ciaseuno di easl,
se periodico, abbia per ordine la potenza di un numero primo.

Sia in primo Inogo & un gruppo quasi-abeliano generato da due
eiementi « o b, il primo dei quali aperiodico, il secondo di periodo
m=peql. . ., PV, 000 Py g, ..., e namert primi disbinti.

Allora, pud porsi =0,  by...,b,, ove b, ha periodo p% by periodo
4% ..y by, periodo 2. Tnoltre 1 grappi ja, b, by boly ooy Yy byl 1 quali
softograppl di &, devono essere quasi-abeliani, e pertanto, in base al
n. 2, deve aversi @ ' ha==b" ", @ by =by e, L am Vo ==
20, T con Ay, By, ..., 2, Interd convendenti.

Ma allora " & del tipo B) considerato nel n. 8. Ginngiamo por
tanto alla conelusione che ogni grappo quasi-abeliano, che non sia ube-
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liano, con due generatori, unc dei quali aperiodico, ¢ del tipo B} consi-
derato nel m. 3.

Si supponga, di pin, che wno dei fattor primi di m, powiamo p,
sie equale a 2 allora, conservando a il signifieato di poeo fa, si
ha che w, deve esser pari. Se infathi =, fosse dispari e x> I, detia !
una potenze di b,, certo esistente, d’ordine 4, st avrebbe a~'la=
w142 =1 ¢ allora si avrebbe anche (a I == alal = a*, onde I'in-
tersezione di jaf ed jal{ avrebbe indice 2 in talf, mentre jaf avrebbe
indice 4 in Ya, al{=}a, I}, e 1 sottograppi jaf ed dall non sarebbero
permutabili tra loro, contro lipotesi. Se poi 2=1, pud porsi x, =0,
clod pari.

Sia invece ora (@ un gruppo quasi-abeliano generato da due elemeuti
@ o b di ordini rispettivamente m = p* gfr..... 2" o 0= p ghe, ... . 2¥2
con p, ¢,...r numeri primi distinti, e #,, Biyvoes Yoo Opy Boyeory Yo D00
teri positivi o nulli.

Allora pud porsi @=dy-0y.....a, ove @, ha ordine p*, a, ha or-
dine ¢Pt,.....a, ha ordine %, e b==by - by..... b, con by di ordine p=?
b, di ordine gbz, . ...., b, di ordine g7 Inoltre, in base al lemma di-
mostrato al n. 8, & & daio dal prodotto diretto g, Du % ety o} o X
Y, Dyl Clascuno dei gruppi ja, bt (i=1,..., k) & del fipo conside-
rato nel n. 9,

Giungiamo pertanto alla conclusione che agni gruppo quasi abeliano
con due generatori d’ordine finito & prodotio diretto di gruppi del tipo
considerato nel n. 9.

11. Rovesciamo ora i risultati sin qui raggiunti, dimostrando che
ogui gruppo dei tipi considerati nel numero precedente & guasi-abeliano,
Sia in primo lnogo G un gruppo generato da due elementi ¢ e b,
il primo dei quali aperiodico, l'altro di periodo m=p“gh,.. .27, con
Py qyee-.., v numori primi distinti; e supponiamo inoltre che, posto
D=y by.....by, ove B, ha periodo p®, b, periodo q¥,....., b, periodo
2%, 51 abbin @™ bya="0""", a" by a= Byt tuoe, e My a0t
GO @y, Ty,..., @ interi; e che, se, ad esempio, & pa= 2 sla x; pari
Vogliamo dimostrare che G & quast-abeliano, Faremo la dimostra-
sione nol caso k=1, m=p*; il caso generale si tratta allo stesso modo,
salvo qualche complicazione formale.
Basterd, dimostrare che due gualungue sottogruppi cicliel di &
sono tra loro permutabili. Siano rispetiivamente «”b* e a b 1 genera-
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bori di due sottogruppi ciclici di G: dimostreremo che ja"d%! o Sat bl
son tra loro permutabili.
Notiamo anzitutbo che &, qualunque sia Uintero v,

(0" &) == @¥" O con b= (1 + p’l") — _[

(1 + pay — 1

ove 8’6 messo @ in luogo di @, per semplicitd. Se ova si pone v = p°
sl vede subito che riesce p divisibile per pe, onde si ottiene

(a" b = a™®,

Inoltre da ¢id segue che %, quale potenza di a e di ab, & per-
mutabile con « o con ab, indi anche con b, e pertanto appartiene al
centro di 6,

Ancora, ¢ appartiene ad 3a’b’}, ed & appartiene ad bat by
onde a™" appartiene all’intersezione di ja’ b4 o e ja‘'b"l. Segue che, una
volta dimostrato che o’ bs/aup ! o permutabile con ;a‘lf‘%/}“rm‘?, BaTE
anche dimostrato ja’d% esser permutabile con ja‘d.

Basta quindi dlmos{,rale che & quasi-abeliano un gruppo con due
generatori & e b, di ordini rispettivamente 7¢p“ e pe e tali che 4= 10 4 ==
=0'*#* con x pari nel caso che sia P == 2.

I ancora, i ha

@D e Ot e™

onde, posto Pt="%-p% con k non divisibile per p, @ & dato dal pro-
dotto di duc elementi @, e @&, di ordini rispettivamente pd* < o fey 1
secondo del quali & permutabile con 3.

Segue che ia, 55 =43, 5} % {@,}; o una volta dimostrato che é quasi-
abeliano a,, 52, risulterd subito che lo & anche {a, 5{.

Tutto si viduce pertanto a dimostrare che & quasi-abeliano un
p-gruppo con due generatori &, e &, di ordini rispettivamente pb+a o
% tali che @, ba, =B * %, con o pari nel caso che sia p=2
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Poniamo, per semplicitd, ¢ in Jnogo di a,, b in lnogo di b, pe="51+2,
laseiamo cadere le ipotesi che sia v > «, o che jai o b abbiano a co-
mune Ja sola identita.

Basterd dimostrare che sono tra loro permutabili due sottogrupp
ciclici generati uno da un elemento della forma a 5 Valtro da un ele-
moento della forma @*"5, con h e k primi con p, bastando, in caso
contrario, sostituire ad @ o b delle loro potenze convenienti, o a G un
sottograppo conveniente, per ridursi a questo caso.

Troltre, a #?° trasfoyma, al pari di a, b in 51" o genora, assleme
a b, tutto G. Onde, posto a'=ab"*, 'elomento « “?) puo indubbia-
mente porsi sotto la forma «” 0 Tomando a chiamare « Velemento ',
o notando che, per una ragione addotta poco fa, si pud anche gui sup-
porre §==1, posto 7 =={p", con I primo con p, gi vede che basterd di-
mosirare, sotto le stesse ipotesi d&i partenza, che sono permutabiii
grappi eiclici genevati da a e da a'" b.

Bvidentemente, Uindice di jal in & cgnaglia Pindice in b dellinter-
sezione I di Yaf e 3bf, perchd 3al e b} son tra loro permutabili, 10! es-
sendo normale in @. Una volta dimostrato che Vindice in la'™df del-
Iintersezione J di Yl o @' b} oguaglia quella di I in b, risultera che
Vindice di J in jai'bi egnaglia quello di jaf in @ (==la, a™"bf) onde
Yal o Ya'*" b} risulteranno permutabill.

Tutto pertanto si ridace a dimostrare che Vindice di J in Yatt" by
egnaglia quello di [ in (bi: @ ¢id apparirh ovidente wna volta che s
sard, provato che (" byY, con gy iatevo, & in jaf allova e solo allora
che & & in dal.

Orbene, dalla rvelazione @™ 'ha==5"*" segue, posto 7 =={p"

A e

(a}']))py—_—_—_ (tj'.uw Bl (L pey g (1 & :na:).l"' Aoee e {1 Py o

}]JJ)”’

(l i p’f) di b nell’ul-

Figsiamo Patbenzione sopra Pesponentoe

flma espressione, Si ha

(apa)y® — La=rpf-pa+ (’ﬁ)p“
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Posto w==p'. 0, con § primo con p, si avra, vicordando che s = Lo,
- 1 -l ¥ v i
(L arpaye’ — I==llptrverety 5 (rp? — L) LG ¥t ryrwen

Evidentemente, se p & dispari, i termini della detta sorma sue-
cossivioal primo hanno rispetto a p w grado maggiore di quello,
Fava gy 1, del primo; o altrettanto pud dirsi se, come s & supposto,
bor p=2, o a pari, ¢ciod {2 1. 8i aved quindi

(L pagyt” Ve [T plavyad

con 1 primo con p. Analogamente si ha

(Lt pay — L I phevet

con K primo con p; e di conseguenza

(1 rpay 1

Gapay1 TP

H . .
OVE — =k & primo con p. In conclusione

son A primo con p.

No risulta che (@'0)" & in jaf allora o solo allora she B, cios
anche 5, & ivi, come si doveva dimostrare. In conclusione, G visulia
quasi-abeliano, come si voleva.

12, Sia ova @ wan gruppo del tipo considerato nel n. 9, generato
clod da due elementi @ e b, tali che

o L 5 , s
L N AL VY AR

con e, M, 8, @ nberi positivi, tali che s << m, 2= P27 K primo con p),
shrtlzm mar+ e

Dal ragionamento del numero precedente discende intanto che ¢
& quasi-abeliano, se p & dispari; come anche se p=2, ed m & pari.
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FEsaminiamo il caso p==2, @ dispari. 5i ha allore, facendo un oal-
colo analogo a quello del mumero precedente

(a b)e?f — a..?_‘!r blg’.‘f +1

(a b)) = o V'
se g =, _

Segue dalle considerazioni del numero precedente che, se G &
quasi-abeliano, occorre che, ogniqualvolta sia (a PP in Yal, anche ¥ sia
in jaf. Ora cid, nel nostro cago, & possibile se e solo se b* & in dal,

Se x & dispari, e b* & in ja}, si deve avere a=' 1 a=0" Ma
d'alira parte & @~ 10 @ = PO T =1 vl Quindi dev’essere =1, o di

PR 141

r ; 1 .
conseguenza @==1, a  ba= =0 Sihaallova b~" ab=a
e il gruppe (F & il gruppo generalizzato dei quaterniont, quindi hamil-

toniano, e pertanto quasi-abeliano.

Giungiamo pertanto alla conciusione che i gruppi di cui al n. 9
sono quasi-abeliani nel caso che p sia dispari; mentre, nel caso p =2,
detti gruppi sono quasi-abeliani se & & pari, Se poi p=2, e & & di-
spari, un gruppo del tipo di end al 1.9 & abeliano allora @ solo allora
che esso o definito dalle relazioni @2 " e B2, ], am b a =07 Inolire
i prodotti divetti di gruppi appartenenti a q.uesﬁ tipi, per valori di-

stinti di p, sono tuthi e soli i gruppi quasi-abeliani finiti con due ge-

neratori,
It superfluo avvertiro che Vesistenza dei grappi di cui ai nn. 1L
o 12 discende dalla teoria dell’ampliamento.

13. Raccogliamo i risultati ottenuti nel seguente
Trorema. Tutti e soli @ gruppi quasi-abeliani generabili mediante
due soli elementi, non abeliani, vientrano mne Hpi seguenti :
AY Gruppi generati dagli elementi @, by, Doyerens , by, legati dalle re-
lazioni
/= bPezl o b =1 (g puneri primi distinti)
@l b =0V hy a==0yt a~th, @== bttt
COR @y, Way ..., Xy, inferi, e inoltre, se p (ad esempio)== 2, m, pari.
BY Gruppi generabili mediante due elementi a ¢ b, legati dalle re-
lezioni
' Bl =1, @ =0, av? ba== b
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Con 1, N, s, @ inferi positivi, fali che s < m, w=p" k(& primo con p),
shrdtlzm o mtr+elzn 1205 p e dispard, ¥z 1 se p== 2,

C) Gruppi gencrabili mediante due elementi « ¢ b legati dalle ve-
lazioni

Gt ] .y _ R
T =0 M1, 0T b oa =B

D) Prodotti diretti di gruppi del tipo O per gruppi del tipo B cor

rispondenti @ valori dispari distinti di p.

14. Ossurvazions. I nostri risultati sembrano a prima vista rien-
trare in quello oftenuto da G. A. Mrrur (') attraverso il seguente
teorema: « A necessary and sufficient condition that all the operatiors
of a group wich is generated by ¢ and # can be represented in the
form s”#* is that ab least one of these operators is transformed into a
powor of itself by other». Ma se si approfondisce la cosa, si vede che
il valoroso algebrista americano & in questo caso caduto in una lieve
svista, Tl teorema ora riportato infatti non & esatto. Consideriamo, ad
esompio, il gruppo generato da due clementi a e b, legati dalle rela-
gioni a”’ =’ = L b= ab=10'"*? p essendo un numerc primo digpari:
ess0 & quasi-abeliano, come risulta dal numero precedente. Kaso puo
cssore gonerato dagli elementi b e d==” 4; o, essendo il gruppo guasi-
abeliano, ogni suo elemento pud mettersi sotto la forma b* dv, Si ha
b='db=d o’ onde il commutatore di b o d & a*, il quale, giusta il
teorema di Mu.Lkr, dovrebbe esser potenza di b o di d. Ma a?, eviden-
temente, non & poterza di b; o non & neanche potenza di d, poiché
se cosl fosse jd! od lal avrebbero a comune un sottogruppe d’ordine
P* e pertanto id, ! avrebbe ordine P!, mentre esso, contenendo 3 od «,
deve avere ordine p°. Donde linesattezza de! teorema. Non ¢i attar-
diamo ad indicare il punto della dimostrazions ov's Perrore, puiché
esso non pud sfuggire ad un letbore che lo ricerchi attentamente.

(*) G AL MinLer, Groups whose operators are of the form sv {9, Proceedings
of thoe National Academy of Beiences, U. 8, A,, vol, 18 (1027}, pagg. 158-7560.





