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SUT GRUPPI QUASI-ABELIANI
CON ELEMENTI APERIODICI®

GUIDO ZATPPA

SYMMARIVA — Antecedenti nota Auctor guasi—abelianas classes cas sppellavit
in quibus binac subclasses quaelibet inter se permutari semper possint, recen-
snitque omnia quasi-abelianarnm classivm genera, yuae e duobus tantum elementis
gigni possint.

Tae nota, in studizm quasi-abelianaram classivm progrediens, Auctor de-
terminab omnes guasi-abelianas classes elomenta aperiodica continentes, quae e
finito elementorwm numero gigni possint; mox expositurus eas qoasi-abelianas
classes, quae e finito quidem elementornm numero gigni possint, nullum tamen
elementum aperiodicnm habeant.

In una Nota presenbtata presso queste stessa Accademia (') ho in-
trodotto il concetto di gruppi quasi-abeliani., Precisamente, un gruppo
vien chiamato quasi-sbeliano, quando due suol qualunque sotbograppi
gon sempre permutabili tra loro. T gruppi gquasi-abeliani generabili me-
diante due elementi sono stati da me deferminati nella suddetta Nota.
Continuando lo studio dei gruppi quasi-abeliani possedenti un numero
finito di generatori, rivolgo qui 'attenzione su quelli, tra questi gruppi,
che posseggono qualche elemento aperiodico. Dimostro che, se & & un
tale gruppo, il quale non sia abeliano, si pud trovare un soblogruppo
normale finito e absliano H di @, ed un elemento aperiodico g di G,
di modo che il gruppo ¥, gl coingida con @, e che g trasformi ogni
elemento & di H, il cui ordine sia potenza di un numero primo p, in

(%) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Ugo Amaldi nella Tornata
del 6 piugno 1242,

(1) Gruppi quasi-adeliani. Pontificia Academia Scientiarum. «Acta», vol. VI,
n. 28,

82 Acta, vol. VL,
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un elemento della forma A**?% ove @ & un intero dipendente da p,
ma non dall’elemento %, soggetto all’vlieriore condizione di esser pari,
quando p==2 Viceversa, un gruppo G che soddisfaccia alle suddetto
condizioni, & guasi abeliano.

Vengo in tal modo a generalizzave il risultato, ottenuto nella
Nota I, in base al quale ogni gruppe guasi-abeliano generabils me-
diante due elementi, o possedente qualche elemento aporiodico, si pud
costruire mediante gli elomenti g, &y, ..., o, ove g & aperiodico, mentre
R & di ordine pf (e, Inbero; pg, Py, ..., P, numeri prio: distinGl); aven-
dosi inoltve ki hy==hhy (hj=1,..,8) 6 g~ h;ge=hi*ro (=1, .., 8),
con @, intero, e, nel caso che sia p,==2, pari. Di questo risultato mi
giovo in diversi punti della presente Nota.

Per completare o studio dei gruppi guasi-abeliani con un numevo
finito di gemeratori, resta ad esaminare il casc in cul il gruppo sia
privo di elementi aperiodici {indi finito). Questo caso sard oggetto di
una Nota successiva.

L.~ Determiniame in prime luoge 1 grappl quasi-abeliani, geaera-
bili mediante un numero finito di elementl, e possedenti qualche ele-
mento aperiodico. '

Sia @G un tal gruppo. Il gruppo congiungente due qualsiasi sotto-
gruppi di & d’ovdine finito ha anch’esso ordine finito, perché i due
sottogruppl sono in esso permutabili, e gquindi 6 costituito di elementi
aventi tuttli ordine finito. Da cid segue che gli elementi d’ordine finito
di G costifwiscono wun sottogruppo I, evidentemente caratleristico o
quindi normale. .

Mostriamo ora che

Ogni elemento di I & trasformato in wna sua poltenza da ogni ele-
mente di O,

di puisa che, in parficolare

H & abeliano o hamiltoniano.

Sia & un elemento di H, e g un elemento di G (esistente, per
ipotesi) aperiodico, cioé non contenute in 71 Dalla Nota I segue che,
essendo g, Al quasi-abeliano, & é trasformato da g in una sna potenza,
Onde 2 & trasformato in una sua potenza da ognl elemento di &
non conbennto in H, Se poi &' & un elemenio di f, g &, al pari di g,
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non & in H, quindi trasforma }b{ in sé. Ma anche g trasforma }A{ in
s0, quindi anche A"==g~*. g}, trasforma k! in sd. In conclusione,
$hi & normale in @, c d.d. '

2. - Supponiamo d’ora in poi che & non sia abeliano, o mostriamo
che allora

Jsiste wun elemento g di @, tale che VH, gl = G.

Devono infatti esistere un elemento ¢ di & aperiodico, ed un ele-
mento & di A, non permutabili. 8i pud anche supporre che g sia wno
dei generatori di G, e che, essendo questi in numero finito, non esista
aleun generatore g di G fale che }1, gf sin contenuto in {H, gi,

Dico che allora & }H, gl= G. Infatli, in caso contrario, dovrebbe
esistere un generatore g’ di @&, non contenuto in 3}, gl. Mostriamo
anzitutto che g e g dovrebbero avere una potenza mon identica in
comune. '

Se infatti cid non fosse, ¢ e 4, in base alla Nota I sarebbero
permutabill. Inoltre ¢, 2{ =g, g'kl, ¢ poichd Vordiue relativo di A
vispetto a ¢ & finito, lo sarebbe anche quello di g'%h rispetto a ¢,
clod ¢'h e g avrebbero potenze non identiche in comune. Ne segui-
rebbe che g'% e g non avrebbero potenze non identiche in comune, e
allora, sempre per. la Nota I, sarebbero permutabili; e del pari sa-
rebbero permuiabili g ¢ A{=g¢"'¢'%). coniro I'ipotesi.

Avendo pertanto ¢ e ¢ una potenza non identica in comuue,
si avrebbe, in base alia Nota 1, ig, ¢/le==}k, §l, con & elementa dor-
dine finito, quindi appartenente ad H, e § eclemento aperiodico, che
si pud supporre coincidente con ano dei due elementi g ¢ g Ma
non pud essere §==g, altrimenti g sarebbe in }H, g{, contro Pipotesi,
onde §=g¢, e allora g sarebbe in }H, ¢'{, cio, visto che g non & in
W g, L gt conterrebbe propriamente }f, gf, contro I'ipotesi.

Pertanto & necessariamente }H, gl = &,

3. — Tn base alla Nota I, dovendo }g, A} essere guasi-abeliano, si
ha che se Vordine di & & del tipo p%, con p numero primo, g trasforma 2
in una suna potenza della forma A***, con a interc gualunque, se p @

dispari, e con @ intere pari, se p==.
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Di conseguenza H ¢ necessariamente abeliano.

Segue gid dal n. 1 che I & abeliano o hamiltoniano. Ma se /A
fosse hamiltoniano, csso avrebbe un sottograppo @ isomorfo al grappo
dei quaternioni, ciod due elementi del quarto ordine, A, ed kg, fall
che N, h, = h, ki =hih,. Per quanto precede, non si pud avere
gt by g ==h,"t, onde necessariamente savebbe g=' A, g==ly. Si avrebbe
peltantc, posto ¢ ==hyg, g g =gt Ry iy g =gt Tt g =1
il che, sempre per quel che precede, non pud essere, una volta che, come
si vede subito, & J, ¢} = Q. Quindi M & necessariamente abeliano.

Inoltrve:

Se by ed hy, sono due elementi di H, di ordini vispeftivamente p™, p™
(p primo, e =, = a,), s ha gt hy g == hU0% gt by g = k1P, con
@y =g, (mod. porl),

Supponiamo gt hy g = A MP*, g7t hiy g = Ry, o dimostriamo che
@, = oy (mod. pot) Llelemento b hy, in Dbase al n. 1, deve essere
mutato in una sua potenza da g. Ksso, d’altra parte, & mutato da g
in Ryteee hlepe . pertanto quest'uléimo elemento deve ossere potenza
di A, hy. T cid, dato che Rk, & permntabile con f,, e che hy hy ha, del
pari cho Ay, periodo p%, pud avvenire se e solo so 1 pasy = L pag
(mod. p=), ciod x, =x, (mod, p*').

4, — Pertanto tutti gli elementi di M il cui ordine & potenza di
un numero primo g sono mutati da g clascuno nella sua potenza d’or-
dine 1+ px, ove @ & un intero che pud supporsi il medesimo per
tutti 1 suddetti elementi. Inoltre, se p==2, 2 & pari.

Viceversa, sia ¢ un gruppo possedente un sottogruppo normale /I
aboliano d’ordine finito, tale inoltre che il fattoriale G/H sia cielico
infinito: di modo che sard & ==lg, Hi, con g eclemento aperiodico op-
portuno. Tnoltre g trasformi ogni elemento di H il cui ordine divide
wno stesso numero primo p, nella sua pobenza (L + pw) - esima, ove
a & un intero dipendonte solo da p, che per di pilt sia pari quando
p=2, Vogliamo dimostrare che sotbto queste ipotesi & & uu gruppo
guasi-abeliano.

Siano g"h e g*h due clementi di Gy'h e h indicando elementi di
H: ci proponiamo di mostrave che 37" A e l¢’ ki son tra loro permu-
tabili. Supponiamo, per fissare le idee, che sia A=}, - oy, € he=ly - hs,
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ove By ed by hanno per ordini potenze del numero primo p, mentre
%, ed hs potenze del numero primo p,. Dal corso della dimostrazione
apparird chiaro che la cosa vale in generale.

Sia L il sottogruppo di G generato da g e %, e sia N il sotto-
gruppo normale ciclico generato da A. Poichd ¢"% e g*k sono in L,
potremo fissare 'attenzione su di questo, senza pensare pill a G.

Il gruppo fattoriale L/N pud evidentemente generarsi mediante
i soli elementi y e 0 rispetbtivamente omologhi a g ed % nell’omomor-
fismo tra L ed L/N. Inoltre si pud porre n=wn,n:, ove n; ed u,,
omologhti rispettivamente di %, ed 2, hanno ordini di potenze di p,
o P, ¢ sono trasformati da y clascuno in una propria potenza, della
forma 14 p, @y, 0o 1+ pyms.

In base ai risultati della Nota I, un gruppo generato da tre ele-
menti, y,ny, ng, tali che lordine di =, & una potenza del numero
primo p,, ordine di =, & una potenza del numero primo p,, v & ape-
riodico e trasforma ; in una sua potenza del tipo =0/*?#i, iIn modo
che, se p;==2, a, & pari ({==1,9), & quasi-abeliano. In un tal gruppo
sl deve pertanto avere

y

l}l T" Ny g - «{3 = (Yﬁ) (TT " .02)'.1

con m ed n opportuni interi, B poichd un’eguaglianza di questo tipo
deve valere gualungue sia ordine di w, (=1, 2), purché potenza di
iy possiamao supporre di avere sceito m ed n in modo che, seritto il
primo membro della [1] sotto la forma

T?‘-l-s 0 1{1 T Pran)s %(i-l-m-’vﬂs
¢ iI secondo membro sotto la forma

Ysm1-r¢? 7 191 " 20,

(1 peay—1 . . . C s
con 0,= -t oll esponenti di w; nel due membri visultino
T (L epimy—17% '
b opya;

congrui tra toro rispetto a p°i, ove w; & un intero positivo prefissato,

mea grande quanto si vuole,
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Valendo la [1] in [/N, con m ed n scelti nel modo ora detto,
dovra valere di conseguenza, attesa la permutabilitd di 4 ed T, pel
gruppo L, la velaziono seguente

2] ghgh= (i (g h B

con 1 opportuno intero. Sviluppando, con l'aluto delle relazioni ¢=*hg ==
= hA+re, gt By g = b0 la 2], sioha

[8] g Dy CGepids it fy = gster byt " ';"z.giﬂ R
ove &
(1 + pew)™ 7 (4 )™
f BN foo= LA——— ) @y
o (14;39:)%1 fo= (1;1;@) ( i)

Per quanto procede, si pud supporre di avere scelto m ed 2 in

modo che si abbia
[4] (L + p; &) =1t (mod., ;1)

con o, intero prefissato, arbitrariamente grande.
Dalle {4} si ottiene, tenendo presonte il significato di

(14 pe) |(3 P ) — ]l = (1w pia)™ — 1 (mod. po),
(L +pra)y* o (L pow) = (L +p o)™ — 1 (mod. p).

E tenondo conto del fatto che nella [3] le potenze di g nei due
membri devono esser eguali, ciod » + §w==ms -+ nr, si otliene

(1 + peaes — (L4 pray = (L4 prany™ — 1 (mod. p)
¢ ancora

(5] (L4 pea)™ | (L4 pro)™ — 1] z= (14 py ) — 1 (mod. p)




ACTA 301

Se, come possiamo supporre (1), & 2,4=0, non pud aversi (14 px) =1
se non quando & p;=9, ed a; dispari, caso che & stato escluso per
ipotesi, Pertanto (1 +p;@;° — 1 non & zero, ed esiste una massima po-
tonza p%, di p,, per cui esso & divisibile. Dividendo allora ambo i

membri della [5] per (1 + 3, 2) — 1, si oftiens

[6] (1":"] i %) :—11 A+ pay” =1 (mod. poeos)

Bi noti a tal punto che s, non dipende dal modo con cui si scel-
gono m ed n. Pertanto essi si possono prendere in modo che, insieme
ad o, anche ;- o; risulti grande quanto si vuole. In particolare, si
pud supporre @ — o,z e;, ove p* sia Pordine di .

Ricordando il significato di #, si ha dalla [6]

7 t= 1 (mod. p&)

D’altra parte nella {3] gli esponentt a cui compare #; nei due
membri devono essere congrui (mod. p), e pertanto deve aversi

[8] . Lrl=1 (mod. p)

Dalle.[’i’] e [8] segue Z=20(mod. p&), onde A==h, =1, ¢ la [2]

diviene

[9] go. A gs ji — (gs ?E)m (9" h)n )

5. — La [9] del n. prec. ¢i permette di dedurre senza difficoltd che
i gruppt {7 hd e Yg° R sono tra loro permutabili. Infatti, se (5" h)" (¢° h)"
son due potenze di gk e di ¢°h rispeltivamente, si avrd intanto

() Se @, =0, g, 4,7¢ & il prodotto divetto di jhy, byt o ai Jg,hy, But, dei
quali il primo & abelianc, mentre il secende & abeliang se a,==0, quasi-abeliano,
in base alla dimostrazione di cnl sopra, quando w0, I da cid si deduece facil.
monte che by, &, &} & quasi-abeliano.
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(gn by =g™ 0¥ ¢ (¢ Ry = g7 ¥ ove k¥ e k¥ son due opportuni ele-
menti di /1. Ma allora, applicando la [9] a g™ A% e a ¢”h* si ha
grRE g T == (g R (g AT, con poe v interi opportuni. Da cui

(" B (g By = (g* By (g By

il che ¢i dice che Yg" bt e Y¢° A sono permutabili,

Dai numeri precedenti possiamo pertanto concludere che

Condizione necessaria e sujficiente affinché un gruppo non abelinno G,
generabile mediante un numero finilo di elementi, e possedente anche ele-
menti aperiodici, sia quasi-abeliano, & che esso possieda wun soltogruppo
normale H finito, ed un elemento g aperiodico, luli che H ¢ abeliano, ¢
normele in G

gli elementi di H, il cui ordine & potenza di uno stesso nwmerc primo p,
vengono trasformati da ¢ ciascuno nella propria potenza (1 + p a)-esima,
ove @ & un intero dipendente unicamente da p, il quale inolire, quando :
p=2, & pari;

il gruppo 3, gh coincide con G






